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PRÉFACE

À la suite de conversations avec M. D’Ancona, qui me demandait 
s’il était possible de trouver quelque voie mathématique pour étudier 
les variations dans la composition des associations biologiques, j ’ai 
commencé mes recherches sur ce sujet à la fin de 1925. Je les ai 
poursuivies durant les premiers mois de l ’année suivante, et en même 
temps j ’ai rédigé mon mémoire sur les fluctuations biologiques, où 
j ’ai exposé mes méthodes et donné les lois biologiques qui en découlent. 
11 fut publié par l’Académie des Lincei au cours de la même année.

Cette édition ayant été rapidement épuisée, une nouvelle en parut, 
avec quelques modifications et additions, dans les mémoires du Comité 
Talaxographique Italien. En particulier s’y trouve ajoutée une partie 
concernant le cas où intervient l’hérédité.

Les zoologistes ainsi que les mathématiciens s’intéressèrent à ces 
recherches de sorte qu’il en parut des résumés dans différentes revues. 
Elles sont aussi mentionnées dans le récent ouvrage de M. Friederichs(1) 
qui signale les applications qu’on peut en faire dans la zoologie agrono
mique.

Au cours de l'hiver 1928-1929, M. Borel et la Direction du nouvel 
Institut Henri Poincaré me firent le grand honneur de me demander 
quelques conférences. Je choisis comme sujet la théorie mathématique 
des fluctuations biologiques. Le présent ouvrage a le titre même de 
ces conférences : Théorie mathématique de la laite pour la Vie.

En effet le domaine d’application de ces recherches comprend tous 
les phénomènes de lutte entre les individus d’une collectivité, les gains 
des uns étant obtenus grâce aux pertes des autres, gains et pertes pouvant 
s’évaluer numériquement.

Cette étude repose sur celle des intégrales de certaines équations 
différentielles et intégro-différentielles, qu’il faut examiner très en 
détail, soit d’une manière quantitative, soit, bien souvent, d’une manière 
seulement qualitative.

P) On trouvera une bibliographie détaillée dans le chapitre qui termine 
l’Ouvrage.
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Je tiens ici à rendre hommage à la mémoire de Henri Poincaré et à 
son génie, en rappelant combien il a insisté, dans certains de ses travaux 
classiques, sur le rôle que peut jouer dans la philosophie naturelle 
l'étude qualitative des intégrales des équations différentielles.

Les conférences que j ’ai faites à l'Institut Henri Poincaré ont été 
recueillies par M. Marcel Brelot, ancien élève de l'Ecole Normale supé- 
rieure, et elles paraissent maintenant dans ce volume.

Je remercie ce jeune géomètre du zèle et du soin qu'il a mis en les 
rédigeant. En divers points il â amélioré et simplifié les démonstrations 
et même indiqué des solutions nouvelles de quelques questions

Je dois dire un mot sur les Notes mathématiques que je l'avais prié 
d’ajouter. Cet Ouvrage ne s'adresse pas aux seuls mathématiciens qui y 
verront des développements analytiques, mais aussi aux naturalistes qui 
y trouveront des lois biologiques. Or ceux-ci ne seront peut-être pas 
tous au courant de certains chapitres de l'Analyse utilisés dans ce 
volume. M. Brelot a rédigé à leur intention deux Notes mathéma
tiques sur les déterminants, les équations linéaires et les formes quadra
tiques. Il était difficile de choisir ce qu’il fallait exposer sans écrire 
tout un traité d'Analyse. C'est pourquoi il a pris comme hase les 
éléments qu'on enseigne en France dans les cours de « Mathéma
tiques générales » et s’est borné à développer brièvement ce qu'il était 
nécessaire de savoir en plus.

Mlle Elena Freda, qui m'avait apporté une aide efficace pour la 
publication de mes premiers mémoires sur ce sujet, a bien voulu 
examiner le présent Ouvrage et seconder M. Brelot et moi-même dans 
la correction des épreuves et l'amélioration du texte. D'autre part 
M. D'Ancona, de l'Université de Sienne, a rédigé, pour les travaux 
relatifs aux associations biologiques, un historique et une biblio
graphie qui figurent dans le dernier chapitre. Je tiens à leur 
exprimer toute ma reconnaissance pour leur précieux concours.

Je remercie enfin M. Julia qui m'a fait l'honneur d'insérer ce volume 
dans sa Collection des « Cahiers scientifiques » en divulguant ainsi mes 
recherches.

J'espère qu'elles donneront lieu à de nouvelles études et à de 
nouvelles applications.

Saint-Gervais-les-Bains, 
Juillet 1930.

V ito  VOLTERRA.
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SUR

LA THÉORIE MATHÉMATIQUE
DE LA
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INTRODUCTION.

1. But de l ’Ouvrage. — 2. In té rê t  prat ique de ces questions. — 3. T ravaux  m a thé 
matique» publiés sur le sujet. — 4. 5, 6. Méthodes employées dans l 'Ouvrage. 
Hypothèses fondamentales et mise en équations.  E tude m athém atique  et in te r
préta t ion  des résultats.

1 . On a fait bien des applications des mathématiques à la biologie. 11 
y a, en premier lieu, les recherches sur les questions physiologiques 
relatives aux sens, à la circulation du sang, au mouvement des animaux, 
que Ton peut regarder comme des chapitres de l ’optique, de l ’acoustique, 
de l'hydrodynamique, de la mécanique des corps solides et qui, par 
suite, n’ont pas donné lieu à la constitution de méthodes nouvelles en 
dehors du domaine de la physique mathématique classique.

La biométrie au contraire, avec des procédés propres, a créé un 
ensemble d’études nouvelles et originales. En particulier elle a recouru 
au calcul des probabilités.

D'autre part on a utilisé la géométrie dans des recherches récentes 
sur la forme et la croissance des êtres organiques pour décrire les formes 
elles-mêmes et leur développement; on s’en est servi là comme on 
l’avait fait depuis longtemps déjà en astronomie.

On pourrait citer encore d’autres applications analogues des mathé
matiques ( 1 ), mais sans nous étendre ainsi, parlons dès maintenant de 
celles auxquelles est consacré le présent Ouvrage.

{ ' )  Voir dans le p re m ie r  vo lu m e  de la Revue du  mois ( P a r i s ,  1906) un art ic le  de
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Les associations biologiques sont constituées par plusieurs espèces 
vivant dans un même milieu. Ordinairement les individus de ces asso
ciations se disputent la même nourriture ou bien certaines espèces vivent 
aux dépens d’autres dont elles se nourrissent. Elles peuvent même 
s’aider mutuellement. Tout cela rentre dans le phénomène général de la 
lutte pour la v ie .

Le caractère quantitatif de ce phénomène se manifeste dans les 
variations, dans un milieu délimité, des nombres d’individus qui cons
tituent les différentes espèces. Dans certaines conditions ces variations 
consistent en fluctuations autour de valeurs moyennes, dans d’autres 
elles indiquent une disparition ou un accroissement progressifs de 
certaines especes.

Dans cet Ouvrage nous faisons une étude théorique de ces variations 
dans les associations biologiques ; nous partons de faits connus et 
d’hypothèses vraisemblables pour en tirer par les mathématiques le plus 
de conséquences possibles.

2 . Mais d’abord donnons par quelques exemples une idée de Vintérêt 
pratique  d’une telle étude.

Premièrement l’industrie de la pêche est directement intéressée par 
les variations de la répartition et des densités numériques des diverses 
espèces de poissons vivant ensemble. Ainsi le DrUmberto D ’Ancona(i ) 
a tiré de statistiques sur la pêche pendant la guerre et les périodes 
voisines le tableau suivant indiquant les proportions centésimales de 
poissons appartenant à la classe des Sélaciens, dans la pêche totale de 
quelques ports :

11X15. 1910. 1911. 1912. 1913. 1914. 1915. 1916.

T r i e s t e . . .  -  5.7  8,8 9 ,5  n .7 14,6 7,6  16,2
Fium e. . . . -  -  -  -  -  1 1 , 9  21 ,4  22, 1
Venise . . . .  vu . 8 -  -  -  -  -  -  -

M. V o l t e r r a , Les m athém atiques dans les sciences biologiques et sociales, avec  de 
nom breuses  indicat ions  b ib l iograp h iq u es .  Citons aussi  le pér iodique  Biom etika, fondé 
par  P e a rso n ,  et l ’ O u v ra g e  On Grow th a n d  F o rm  de \V. d ’A r c y  T h om pson  (Cam

bridge ,  19 17 ) .
( x) P o u r  les études  s ta t i s t iqu es  de M. D ’A ncona ,  voir  son Mémoire  dans la Col lect ion  

R . Com itato Talassograjico Ita lian o , t, C X X V I  : D ell In jluenza d é lia  stasi pesche- 
recela nel periodo  1 9 14 - 19 18  su l patrim onio  ittico d e l ia l io  A d ria t îc o , où Ton e x a m in e  
les conséquences  théoriques  et p ra t iq u e s  des résu ltats  obtenus.

T o u t  r é c e m m e n t ,  en 1929, M. Car lo  M a r c h i a re p r i s  les é ludes  de M. D ’Àncona  à 
l ’ In st i tu t  bio logique de C a g l ia r i ,  sous la di rection de M. Casta ld i  (voir  C hap itre  C on c lu 
s ion,  n° 7).
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1917. 1918. 1919. 1920. 1921. 1922. 1923.

T r i e s t e .................  i5 ,4  -  19,9 i5 ,8  i3 ,3  10,7  10,2
F iu m e .....................  2 1 , 2  36.4 27,3  16 1 5 ? 9 i 4 ,S 10,7
V e n is e ......................  -  -  3o ,9 25.3 26,9 26,8 26,6

Cela prouve pendant la période 1915-1920, où la pêche était moins 
intense à cause de la guerre, un accroissement relatif de la classe des 
Sélaciens qui, particulièrement voraces, se nourrissent d’autres poissons. 
Les statistiques inclinent donc à penser qu’une diminution dans l'inten
sité de la destruction favorise les espèces les plus voraces. C ’est ce qui 
est obtenu par voie mathématique dans les études de M. Volterra, 
études qu’il avait entreprises sur la suggestion de M. D ’Ancona et qui 
l’avaient conduit en particulier à ce résultat avant même qu’il eût pris 
connaissance des statistiques précédentes.

En agricu ltu re , on comprend combien peut être utile l ’étude des 
fluctuations de certains parasites des plantes, lorsqu’ils sont combattus 
par leurs propres parasites. On parlera à la fin de l’Ouvrage des études 
expérimentales de cette nature.

La question se présente comme très complexe. Certainement, il existe 
des circonstances ambiantes périodiques comme celles, par exemple, qui 
dépendent de la succession des saisons, et qui produisent des oscillations 
forcées ou de caractère externe , dans le nombre des individus des 
diverses espèces. A côié de ces actions périodiques externes qui ont été 
plus spécialement étudiées du côté statistique, n’y en a-t-il pas d’autres de 
caractère interne avec des périodes propres , indépendantes des causes 
externes et qui se superposent à celles-ci? L ’observation incline à une 
réponse affirmative. Ainsi certaines m aladies infectieuses comme le 
paludisme ont, dans leur existence, des fluctuations qu’on ne saurait 
attribuer à la seule variation des conditions du milieu. Nous verrons 
comment l’élude mathématique explique et précise cet aperçu. On 
schématisera les phénomènes en prenant des hypothèses peut-être 
grossières, mais simples, qui permettront de faire des développements 
mathématiques assez simples et l’on négligera en général les variations 
dans les actions externes, pour étudier ce qu’on peut appeler le phéno
mène interne pur.

3 . L ’étude mathématique de ces questions de biologie est toute 
récente ( ’). Ross a établi des équations relatives aux questions parasito-

( 9  R e n v o y a n t  à la b ib l iograph ie  {v o ir  C h ap it re  C o n c l u s i o n ) ,  on n ’ in d iqu era  ici que 
l ’e s s e n t ie l .
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logiques sur le paludisme. M. W .-R. Thompson a donné d’intéressants 
résultats sur la théorie mathématique de l’action des parasites entomo- 
phages ( ') .  Le Dr Lotka, dans son Ouvrage « Elem ents o f P hysical 
biology'» (New-York, 1926) qui comprend de nombreuses applications 
des mathématiques à des questions de chimie et de biologie a envisagé le 
cas de deux, espèces et donné une représentation géométrique des varia
tions ainsi que la période des petites fluctuations. Dans son Mémoire 
« Contribution to the analysis o f m alaria epidem iology : IV, Incu
bation lag, il introduit des considérations de retard dans certaines 
actions, mais d’une façon complètement différente de celle qu’on verra 
dans ce volume. Enfin M. Volterra, indépendamment de ces travaux 
dont il n’avait pas connaissance, a publié en 1926 dans les Mem. della  
R. Accadem ia Nazionaie dei Lincei un travail intitulé Varia z ion i e 
Jluttuazioni del numéro d ’individui in specie anim ali conviventi ( 2). 
Il y retrouve, par une autre voie, les résultats du Dr Lotka, donne en 
outre des lois générales relatives aux deux espèces, puis développe 
considérablement cette étude en passant au cas de n espèces et en élar
gissant les hypothèses. C’est ce travail que M. Vol terra, avec quelques 
modifications et additions, est venu exposer à l ’Institut Henri-Poincaré 
dans un cours dont cet Ouvrage est la rédaction.

4 . Bien qu’il s’agisse, dans ces études, de variations de nombres 
entiers, nous ne resterons pas dans le discontinu. Dans les questions 
toutes neuves que nous abordons et où il y a quelque difficulté à 
s’orienter au début, nous n’utiliserons pas, comme on pourrait croire, 
le calcul des probabilités, mais seulement le calcul infinitésimal, le plus 
puissant d’ailleurs des outils mathématiques.

Tout d’abord, afin de caractériser dans un milieu toujours bien d éli
mité une espèce par un seul nombre, on admettra Vhomogénéité des 
individus de chaque espèce, négligeant les variations d’âge ou de taille, 
et Y invariance dans le temps de cet individu type.

Puis on introduira pour l ’étude mathématique, au lieu de conserver les 
fonctions discontinues que sont les nombres d’individus, des fonctions 
continues, dérivables, qui ont à chaque instant la même partie entière 
que les autres. Il s’agira de trouver pour ces fonctions des conditions

4

(*) Revue g én éra le  des Sciences, lo avr i l  1 fj23 ; A nnales de la  F a cu lté  des Sciences 
de M arseille , 2* série,  t. II .

( 2 ) Ce Mémoire  a paru en 1927, avec qu elqu es  m odif icat ions  et addit ions ,  dans  la 
Collection déjà citée JR. Cornitato Talassograjico  Jta lia n o ? t. C X X I X .  C ’est à ce vo lu m e  
que nous re n v e r ro n s  par fo is  dans  la suite .
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à remplir qui suffisent à les définir et dont les parties entières répondent 
aux conditions imposées par l'expérience aux fonctions que sont les 
nombres d’individus des espèces vivant dans une association biologique.

Prenons une espèce anim ale qui vit seule dans un m ilieu invariable , 
ou bien encore qui coexiste avec d’autres espèces sans influence directe 
ou indirecte, dans un milieu qui présente toujours pour elle les mêmes 
possibilités de vie. Dans ce cas déjà un peu éloigné de la réalité, négli
geons toute périodicité encore possible pour la natalité ou la mortalité. 
On peut dire alors que pour un court intervalle de longueur donnée, 
dans une espèce assez nombreuse, les nombres de naissances et de morts 
sont proportionnels au nombre total d’individus existant à cette époque. 
Par différence, l’accroissement du nombre N d’individus pendant l ’inter
valle sera proportionnel à N. Il est évidemment proportionnel à la lon
gueur de l’intervalle tant que celui-ci est petit. En imposant cette pro
priété à la fonction rendue continue, il vient

rfN -  s N dt,

où e est un facteur constant de proportionnalité.

C’est le rapport à IN de la vitesse d’accroissement. On l’appellera le
coefficient d'accroissem ent.

De
'A'= .N ,

on tire en intégrant
d t

N =  N0 e£^

C’est la loi bien connue de variation exponentielle des espèces; 
c’est-à-dire que si les temps croissent en progression arithmétique, le 
nombre des individus de l’espèce varie suivant une progression géomé
trique. Si e o l ’espèce augmentera; si e <  o, elle diminuera; si g ~  o, 
elle restera constante, les naissances compensant exactement les morts.

Il serait aisé de déterminer pratiquement ce nombre g qui caractérise 
le développement de l ’espèce. En effet, quand il s’écoule un temps T, le 
nombre des individus est multiplié par eET, plus grand que i, plus petit 
que i ou égal à i suivant que l’espèce augmente, diminue ou est station
naire.

Dans le premier cas, si T est juste le temps qu’il faut pour que l ’espèce 
double,

e£T =  2,

£ = log nép 
T

0.6941 1 *
T

d’où
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Dans le secomd cas, en prenant pour T le temps mis par l ’espèce poor 
se réduire de moitié, on aura

o,6t)4
-----------

Dans le troisième cas,
£ =  O.'-

Ces temps, faciles à mesurer, donneront aussitôt s. On voit qu’ils ne 
dépendent pas de l’instant initial.

Si nous supposions que le milieu extérieur, au lieu d’être invariable, 
se modifiait lentement, on pourrait pour un temps assez court, consi
dérer que l’on se trouve dans les conditions précédentes. Mais alors le
coefficient d’accroissement ^ ^  varierait lentement en général avec les

IN at °

conditions extérieures. Si l ’on connaissait la loi on écrirait

dN
~dt (t) N (Os

équation différentielle qui donnerait par intégration la fonction 
cherchée N.

Lorsque l’on considère plusieurs espèces animales vivant ensemble1,
leurs coefficients d’accroissement respectifs i  ^  dépendront en général

des états numériques des diverses espèces et même aussi directement du 
temps s’il y a des influences externes non négligeables altérant le milieu. 
On est ainsi conduit à faire des hypothèses sur la façon dont les coeffi
cients d’accroissement dépendent des fonctions N et du temps.

Elle s se traduisent immédiatement par des équations. On fera d’abord 
des hypothèses aussi simples que possible et vraisemblables, conduisant 
pour les coefficients d’accroissement à des fonctions simples des N, d’où 
des équations différentielles :

f ,ISi
ni] dt = A  N

Plus tard, on observera qu’il est plus approché de la réalité de suppo
ser que les coefficients d’accroissement dépendent non seulement, pour 
chaque instant, des valeurs actuelles des grandeurs N,-, mais aussi des 
valeurs passées jusqu’à une époque plus ou moins reculée. Il ne faudra 
plus seulement les considérer comme des fonctions des N/, mais comme 
des « fonctionnelles », et cela nous conduira à des équations intègro- 
dijfèrentielles que nous rapprocherons de celles auxquelles on est
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conduit, dans la mécanique dite «héréditaire» dont M. Volterra s’est 
occupé par ailleurs.

Au cours de l ’Ouvrage on justifiera les choix successifs des formes 
adoptées pour les expressions des coefficients d’accroissement.

5 . Après la mise en équations, il s’agira, sinon d’intégrer, au moins 
de trouver des propriétés générales des fonctions intégrales qui repré
sentent les nombres des individus dans chaque espèce. On ne pourra 
tirer évidemment de conséquences qu’avec des formes précises des 
coefficients d’accroissement et l ’on ira d’autant plus loin qu’elles 
seront plus simples. 11 s’agira donc de faire des hypothèses qui, en 
accord avec l ’expérience ou au moins très naturelles, permettent 
quelque développement dans l ’étude mathématique correspondante. 
Dans l’Ouvrage, on verra se compliquer peu à peu les hypothèses 
de façon à se rapprocher davantage de la réalité; mais les développe
ments mathématiques se compliqueront également pour donner des 
résultats moins détaillés.

La mise en équations faite, on est donc ramené à une étude purement 
mathématique d’équations différentielles ou intégro-différentielles qui 
fournira des propriétés des fonctions N intégrales.

6. Il restera à tirer de ces propriétés mathématiques des conséquences 
biologiques. Il est essentiel de remarquer que les équations n’ont de 
valeur ou de sens biologique que si les fonctions N sont comprises entre 
certaines limites, indispensables à la validité des hypothèses qui con
duisent à la forme des équations.

On ne pourra tirer des conclusions valables pour le biologiste, des 
propriétés des intégrales que si celles-ci restent comprises dans ces 
limites. Ainsi les équations cessent d’avoir un sens dès que l’un des N 
devient trop petit; elles peuvent cesser de correspondre à la réalité si 
cerLains N deviennent trop grands, entraînant dans le milieu délimité 
considéré une densité des individus si grande qu’elle modifie profon
dément les conditions d’existence.

On regardera aussi si le fait qu’une fonction N sort de telles limites 
n’entraîne pas de conséquences biologiques. Par exemple si le N relatif à 
une espèce, reste positif mais tend vers zéro quand le temps s’écoule 
indéfiniment, alors que les autres fonctions restent voisines de nombres 
convenables assez grands, on pourra conclure à la disparition, l’épuise
ment définitif de l’espèce envisagée; car, à partir du moment où l ’espèce 
sera trop réduite et où les équations ne pourront plus s’appliquer,

7
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elles signifieront tout de même que l'espèce sera toujours dans la suite 
dans des conditions défavorables qui tendraient à détruire rapidement 
les individus subsistants.

Tous les résultats obtenus sont évidemment fonction de la plus ou 
moins grande exactitude des hypothèses qui servent à la mise en équa
tions. Les mêmes difficultés se présentent dans toutes les sciences 
appliquées. Par exemple, pour étudier l ’équilibre d’un corps solide 
matériel, on se sert de la mécanique rationnelle dont les hypothèses 
fondamentales sont une image simplifiée de la réalité; puis, en pos
session des résultats que donne la statique pour le problème proposé, 
on regarde si la solution mathématique a un sens matériel, par exemple 
si les pressions ou tensions calculées sont supportables par le corps, 
c’est-à-dire si l’on a eu le droit de considérer celui-ci dans les conditions 
de l’expérience, comme rigide et indéformable.

Afin de parer à toute objection en précisant bien notre point de vue, 
disons que, si dans ce qui suit nous employons un langage  biologique, 
il s’agit en fait d’une étude purement mat hématique de certaines fonc
tions positives intégrales d’équations différentielles ou intégro-différen- 
tielles. Ces conclusions sont donc sujettes à discussion pour le biologiste. 
Par exemple, si une fonction intégrale N >  o, au cours de ses variations, 
restait pendant un certain temps assez petite dans un problème parti
culier, avant de tendre vers une limite assez grande, le biologiste pourra 
se demander ce qui peut arriver en fait pour l ’espèce pendant la période 
considérée. Des difficultés analogues interviennent dans l’étude des gaz 
réels et des gaz parfaits. Nous exposerons seulement des recherches 
appartenant, peut-on dire, à la phase rationnelle de l’étude des asso
ciations biologiques. Â ceux qui entreprendront la vérification expé
rimentale des propriétés obtenues et qui entreront dans la phase 
appliquée incombera le soin d’une discussion approfondie des Hypo
thèses initiales et de la validité biologique des raisonnements, basée 
principalement sur des expériences, des observations et des statistiques.



CHAPITRE I.
COEXISTENCE DE DEUX ESPÈCES.

f .  D e u x  espèces se d is  p i l la n t  l a  m êm e n o u r r it u r e .

II. D e u x  esp èces d o n t V u n e  se n o u r r it  d e  V a u t r e  : Mise en équations. —
✓

3. Etude générale des fluctuations.  Loi du cycle périodique et de la conser
vation des moyennes. — 4. Pet i tes  fluctuations. — 5. Diagrammes dans le cas 
général.  — 6. Per tu rba t ion  des moyennes par destruction.  Loi fondamentale .

III . D e u x  esp èces d a n s  les d iv e r s  cas d *a ctio n s m u t u e lle s  : 7. Tracé des diverses 
courbes t p ( N 1 ;  N2) — o. — 8. Déplacement sur ces courbes. — 9. Un cas de pas
sage et les divers cas dans la des truc t ion  des espèces relative au parag raphe  IJ.

I. — DEUX ESPÈCES SE DISPUTANT LA MÊME NOURRITURE.

1. Supposons que, avec une nourriture en quantité suffisante pour 
satisfaire complètement la voracité de ces êtres, il y ait des coefficients 
d’accroissement positifs et constants £i, ga. Si nous nous plaçons main
tenant dans le cas réel d’espèces vivant dans un milieu délimité, la 
nourriture diminuera quand les nombres N (, Na des individus des deux 
espèces augmenteront et cela fera baisser la valeur des coefficients 
d’accroissement. Si l ’on représente la nourriture dévorée par unité de 
temps par F (N (, Na) fonction nulle avec N( et INa ensemble, tendant 
vers l'infini avec chacune des variables et fonction croissante de chacune 
d’elles, il sera assez naturel de prendre comme coefficients d’accrois
sement

£i— fi F (N j, N2), e2— Ts F (N i , N2),

yu ya étant des constantes positives correspondant aux deux espèces et 
à leurs besoins respectifs de nourriture.

D ’où le système différentiel traduisant le développement des espèces

<̂N =  [ s i - TlF(N1; Nj )]Ni , ^n2
d t

[ea— Ys F ( N „  Ns)]N s.(O d t
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Maintenant se pose le problème mathématique d'étudier les intégrales 
N,, N2 de ce système, avec des valeurs initiales NJ, NÜ positives pour 
t = t Q.

On peut démontrer que pour tout intervalle fini (t07 T) il y a une
solution unique, de deux fonctions continues, restant comprises entre
deux nombres positifs, le plus grand ne dépendant pas de l'extrémité T
de l'intervalle ( * 1  * *) (c'est-à-dire que N j, Na restent bornés).

* __
Etudions ce qui arrive quand le temps s'écoule indéfiniment. En

( 1 ) P r e m i e r  point,  su pposons  que dans ( £„ ,T)  il y  a i t  d e u x  in tégra les  N,, N, continues,  

e t  posit ives ,  pour  les v a le u rs  in it ia les  données .  So ient  N 2 su p é r ie u rs  à ccs va le u r s  
et  assez g ran d s  p o u r  que

F ( N ',  , » ) > - >  F ( o , N : > ) > i :
1 V  *  V

et m on tro n s  que N, ne peut  dépasser  et  de même N*. Ni,. Si en effet N, pouvait  
dé passe r  N ' j , il a t te in d ra i t  cet te  v a le u r  à un cer ta in  in stant  6 pou r  la p rem ière  fois  et 
à ce m o m e n t

F ( N l t N , ) > F ( N ' r o ) >  ÎL ,  d ’où  ^  <  o.

N, t r av e r se ra i t  en décroissant,  donc p re n d ra i t  des v a le u r  su pér ieu res  à N't avant l ' ins

tant  0, et com m e  il p a r t  de N (/ <  N'( , N, p re n d ra i t  n écessa irem ent  (pu isqu e  con t in u e )  

la v a l e u r  N'j avant  l ’ in s ta n t  Ô, ce qui con tre d i t  l ’hypo th èse  s u r  cet  in s lan t  0.

D on c  N t, N3 re s te n t  in fér ieurs  à N | ,  N'a n om bre s  indépendants  de l ’e x t r é m i t é  T  de 

l ’ in tervalle  (£0, T ) .
D ’autre part,  en é c r iv a n t  les équat ions  ( i )  sous la fo rm e  ( i ' )  du texte ,  il v ient  en 

in tégrant

i Ni l o g — :
i\" riF(Nu Na)] dt, ï 2F ( N „  N 2) ] d f ,

comme Nt, N, sont bornés  par  N () IVa les crochets  sont en v a le u r  absolue  l im ités  p a r  
un nom bre  A in dép e n d an t  de t, d ’où dans  l ’ intervalle  (£0, T )

log Ni
NO <  A (T - ffl) . N,  

l° S ^ <  A ( T —  /#) et  N, >  NV e - A T- V ,  N 2>  N j  e-A(T-#,V

E s s a y o n s  m a in t e n a n t  de fa ire  l ’ in tégrat ion  de ( i )  à p a r t i r  des va leurs  in it ia les.  L a  
méthode des .approxim ations  su ccess ives  p e r m e t  d ’ in tég rer  dans un in te r v a l le  ( t0, 
puis de p ro lo nger  dans  ( tv t 2), . . . .  L e  point  essent ie l ,  c ’est  que  si l ’on con s idère  ( £0, T ) 
et le s  l im ites  posit ives  t r ou vé es  p lu s  haut,  on peut  t r o u v e r  un nom bre  h >  o tel que 
les in te r v a l le s  success if s  ( £ 0, ? , ) ,  ( f n i 2), . . .  p u issen t  être pris  de lon gu eu r  au m oins  
égale  à h . On le v o i t  a i sé m en t  en se re p o r ta n t  à cette m éthode  d ’ a p p ro x im a t io n s  su cce s
sives,  avec  qu e lq u e s  hypothèses  su r  F  (co n t in u i té  des d é r ivé es  p r e m iè r e s ) .  On é tab l i t  
ainsi  l ' ex i s ten ce  d ’ intégrale s  con t inu es  dans  (£c, T )  p ar la n t  des v a le u r s  in it ia les,  pos i
tives  et bornées  p ar  un nom bre  in dépendant  de T .  La  con t in u i té  et la donnée des 
va leurs  in it ia les  en tra în e n t  d ’a i l le u rs  l ’ unic ité  de cet te  so lu t ion .
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transcrivant (i) sous la forme

(O
d  I o g N j  v  F / N  TV \

— £i ; i r  W2 ),d t
d  l o g N 2 

d t
=  £2 “ Ï2  F ( N j , N j ) ( i ) ;

il vient par combinaison

M rflogN,

puis

( a)
NT* ( N ï ) ï *  .c'srr.-w u-/0).
IN*1 (N!i)Vi

Ti
d  l o g N s 

d t =  ea Y2— EaTi

( N S )

Négligeons le cas infiniment peu probable où

Ts — £2Yi ~  o

et supposons, en permutant au besoin les espèces, que

■i Ta

alors, d’après (2),

( 3 )

---- Ei'Ti >  O OU

MT3

£1 £»
— >  — ; 
Tl

lim
^ -N i

00 ;

N| restant borné, Na tend donc vers zéro.
Nous conclurons donc que la seconde espèce, celle de  ̂ le plus petit,

s'épuise et disparaît, tandis que la prem ière subsiste.
Au bout d’un temps assez long, si l ’on néglige la seconde espèce, la 

première obéit à la loi

<YNt
d t — [ £ 1 —  Ti F  ( N  j , o ) ] N  i ,

à partir d’un instant tx où N, a la valeur N |.
Soit N̂  la racine de

£i —Ti F(Nj, o) — o.

Si N] <C N j, £, — y{ F(N<J o) sera à partir de t , d’abord positif et N 
croîtra tant qu’il n’atteindra pas N̂  suivant la loi

' ~ J Kl o)]1

( l ) I l  s’ agit  du log ar i th m e  népér ien .  On sa i t  que  log  | x  ] a, p o u r  x  d i f féren t  de zéro,

une dé r ivé e  égale à — *
x
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Comme on a supposé F'Nt > o on aura, au voisinage de pour N , <  N*,

F ( N t î  o ) - F ( N ' ,  o ) =  ( N 1 - N ' ) ? ( N i ) ( * )

a v e c

où cp est positif et, par suite,
£i —  Yi F ( N j , o )  =  7 1 ( N f —  N) 'i ç f N i  ):

d’où Von conclut ( 2) que N t n’atteindra jamais N* ; mais il atteint en un 
temps fini toute valeur inférieure; N* qui a une limite puisqu’il croît et 
est borné tend donc vers N{.

De même, si N] Ni tendra en décroissant vers pour
L —|— co. Enfin si N| =  N{ l’équation différentielle est satisfaite pour 
N, =  const. — N'j, et comme la solution est unique pour des conditions 
initiales déterminées, on voit que Ni reste constante.

Donc, pour la prem ière espèce, le nombre des individus tend vers 
une limite finie non nulle pour t — oc ( 3).

Si l’on prend pour F  en première approximation :

F (N j ,  N s) =  À-, N i — X ,NS (À,. Xs> o ) .

( ’ ) On sait  ( fo rm u le  des accro issem ents  finis) que si f { x )  possède une dérivée  
dans ( a ,  6 ) ,

/ ( à )  — f { a )  =  (6 — a ) / ' ( c ) ,  

où c est un nom bre  com pris  entre  a  et b.
Donc si f ' ( x )  est  ^  o. ^ e s t> fl u ant* x  vai *e enlve a à, une fonction de x

posit ive,  puisque  égale  à / ' O r , ) ,  où x { est com pris  en tre  a et x .
( 2) On sa it  en effet que  si ^ ( 3 ; )  reste su pé r ieu r  à un nom bre  p o s i t i f  fixe au vo is i -

A ( x  ) clx
naj;e de b■ /

f l
X

tend vers  -h oc quand \  tend en cro issant  vers  b >  a.

Car si dans ( a ,  b ), avec  a <  on a ^ ( # )  >  A ,  l ’ in tégrale  est su pér ieu re  à

quand l dépasse  a.
On r e m a ï q u e  a lurs  que

£
a *J/ ( x  ) d x

b —  x
+  a C  -

•/« b - x

r^ a
d x

x [ log ( b *̂  ) ] a =  lo i
b — a 
b — /

qui tend vers -hoc quand l tend vers  b.
L a  conclu s ion  annoncée  est  im m édiate .
( 3 ) On peut d ’a i l îeu rs  ob ten ir  r ig o u r e u s e m e n t  ce résu ltat sans négl iger Na. On fera 

dans la suite  p lus ieurs  r e m a r q u e s  analogues,  Les  dé m on stra t ion s  se fera ient  par des r a i 
sonnem ents  se m blab le s  à ce u x  de M. B r e l o l  dans  un m é m o ir e  à para î t re ,  m entionné  

au Chapitre  IV ,  p. i 4->*
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à partir de l'instant i it N, varie suivant la loi
i3

rfNj.
d t — O i  —  Tl X, N O N ! ,

d’où, si sa valeur NJ à cet instant diffère de NJ qui annulé s, —

t —  u
__ r Nl dN,

t/yl Nl(Et --

ce qui donne sans difficulté (*)

' 1 =  I -+- O tTC ’ où G = N|
E l —b- X i y i IN J

et montre que N1 tend (2), pour t — +  oo, vers XiYi
=  N ( .

A insi, tandis que le nombre des individus d'une espèce a une limite

finie non nulle, l'autre espèce disparaît; c'est celle de - le plus petit, ce

qui montre en particulier, résultat intuitif, qu’à identité d'accroissement 
quand la nourriture ne fait pas défaut, l'espèce qui disparaît est celle 
qui est la plus affectée par la diminution de nourriture.

( L) C o m m e

il vient

d'où

1 = ± r±  . >,ri 1
N, K - X . y . N j  Ê1 L ^ I  e . - x ^ w j

t — tx r ' i - d f t t - h  f  _ V 1 tv d^i\ 
i/Nj d  y\ Ei Xt T l I \L J

= ^[(i°eN,)j5}-t-(— log h ,— |)5j|]

= i (log N| - log
£i XlT,N, 
s.-x.r.N ] )

- l o g
£i

N, et- X lYlN|
el — XlTlN, N!

N, N|
N— X.T.N, Ei -  >-i Y|N|

gc,l t—1±)

et com m e  à l ’ in s tan t  t N,
n si X, y, N,

N,

est égal  à
N

h ~ \  Ti NJ ’
on d é d u i t  que

N
s. - X .Y .N .  si X, y, NJ

On achève  en r é s o lv a n t  en N,.
( ! ) Ce qui peut aussi  se d é m o n t r e r  r i g o u r e u s e m e n t  san s  n é g l ig e r  N 2.
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II. — DEUX ESPÈCES DONT L UNE DÉVORE L’AUTRE.

2 . Dans le milieu où vivent ces espèces, la première, dévorée, aurait 
si elle était seule, un certain coefficient d'accroissement que nous sup
poserons constant et positif, so it^ . La seconde, qui se nourrit unique
ment ou principalement des individus de la première, aurait, si elle était 
seule, un coefficient d'accroissement qu'on supposera constant et 
négatif, soit ( — £2). Quand les deux espèces coexistent dans un milieu 
délimité la première se développera d’autant moins vite qu'il y aura plus 
d'individus dans la seconde et celle-ci d'autant mieux que la première 
sera plus nombreuse. Une hypothèse, très simple à faire, est que les 
coefficients d'accroissement soient de la forme

«i — et  — Eï - ^ Y üN i ( yi , v., constantes positives),

ce qui conduit aux équations différentielles des variations des espèces

( 4 )

:

dt — N i ( e ] — y i "N. ), dt —-- ^2 ( £2-- Y 2^1 )

( ® ! ? £2, Tl; Y - >  ° ) '

On y  parvient par des considérations bien moins grossières sur la 
dépendance réciproque des espèces, en raisonnant comme il suit :

Considérons, plus généralement, deux espèces, qui séparément seules 
dans le milieu auraient des coefficients d'accroissement dont je ne 
précise pas les signes X, et X2. Quand elles coexistent, on supposera que 
les rencontres d'individus d'espèces différentes, et dont le nombre dans 
l'unité de temps est aN*N2 (ot =  const.), ont une influence sur les espèces, 
qui se traduit chez elles par des accroissements algébriques ^  et p2 des 
nombres d'individus correspondant à un nombre n (fixe assez grand) de 
rencontres, acccroissements que l'on considérera comme immédiats. 
Alors dans le temps d t , les espèces s'accroissent respectivement de

rfNj =  Xi Nj dt

=  a,N , dt

aN-iN* --- dt, " n

* N, N. !-ï dt ,
fl

d'où le système différentiel

( 5 ) dt — Ni ( H- (a, N,), dSp
dt =  Ns(Xa-f- pjNi)
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eu posant

ri
a ’j2
/i

Dans le cas initial qui nous occupe,

X* >  o, X2 <  O,

et puisque les rencontres sont favorables à la seconde espèce, nuisibles à 
la première,

<  O, tu 2>  O,

de sorte qu’alors les équations ( 5) sont de la forme (4)-

3 . Des équations ( 5) on déduit, dans tous les cas (en supposant 
N*, N 3^> o),

rfNi r/N,
I jL ,   - - -    U j   ~ ~

1 - d t  ^ d t
— UL h A J N j --- X 2 [A 1 N 2 ;

X,

rfNj
dt

" N T

d  N. 

d t
Xi —̂ — =  piXiNj — 1\ *

d’où
. , i rfNi rfN2 , i rfN,

*** ~JT+  - N] ~dt "  “ ° ’d t N ,  d t

ce qui s’intégre suivant

J-X2 i —t— X2 IogNi— ( H- Xi logN^) —; const.

OU

(6)  N*2 etVfi =  C NV el1̂  (G =  const.) .

/

Etudions dans le plan (N 1? N2) cette courbe.
Plaçons-nous dans le cas envisagé au début de l ’espèce dévorante et 

de l’espèce dévorée :

Xi =  Ci >  O, X2 —   £2 <  O, tu i  =  — V-i <  O, |JLS =  v 2>  O.

Pour la construire, on tracera les courbes auxiliaires :

( A ) .  Y =  N7£’ eï.Ns
( A )  X =  NV e-TVS

et l ’on déduira la courbe cherchée grâce à la relation

Y =  GX.

Sur deux droites rectangulaires, marquons les axes OX, ON, et
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OY, ONa comme dans la figure i ; dans le second et le quatrième qua-

Fig. T .

drant, traçons les deux courbes auxiliaires i?i et i?2. Leur forme résulte 
des tableaux de variations :

N, jro Ki =  — -h 00
Y*1 -

N, o K, -  ---
" Ti

-f—oo

Y' — O -H" X' -4- o —

Y —|— oo . H— ûo
\  ■ min X raax v

Z1 \o o

car

*v=x(£-ï,).
Les tangentes aux points A et B de minimum et maximum se coupent
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en un certain point C. Soient OR une droite de Tangle COY, M un point 
variable du segment UV de cette droite, limité aux intersections avec les 
tangentes précédentes en A et B. Il lui correspond deux points de même 
Y  sur deux points de même X  sur £ 2 et en menant de ces points 
respectivement les parallèles à O  Y  et O X ,  quatre points du troisième 
quadrant dont les coordonnées (N (, Na) satisfont à la relation (6), où 
C est pris égal à la pente de la droite OR dans le premier quadrant.

Quant M décrit UY, ces quatre points engendrent toute la courbe (6) 
pour cette valeur de la constante.

A toutes les conditions initiales possibles correspondent toutes les 
droites OR de Tangle COY comme on le voit en construisant le point 
(X , Y) correspondant aux valeurs initiales de N ( et Na.

La courbe (6) n’est d’ailleurs réelle que dans ces cas où C est au moins 
égal à la pente de OC.

On voit graphiquement que les diverses courbes obtenues suivant les 
conditions initiales sont des courbes fermées simples, s'enveloppant et 
se réduisant au point

ü ( n , =  N, =  K, — — ̂  ,
\ T 2  ̂ - Y i /

quand C tend vers la pente de OC. Ce point £2 correspondant à l'état 
stationnaire compatible avec les équations (4) puisque ses coordonnées

1 d N ±annulent ——
d t

d N 3
d î

Dans tout autre cas,
d t

dN 3
d t

ne peuvent s’annuler simultanément;

donc le point (NM N2) décrira la courbe toujours dans un même sens; 
d’ailleurs la vitesse aréolaire (’ ) du rayon vecteur issu de £2 est

(7) 1U2 L K a) dNj
d t

(N2— K-, ) d  IN
dt

=  -  h '2 (N , — K , )*- N3 Tl ( N2 -  K s)*Ni ].

en remplaçant par les seconds membres de (4)-

(! ) On app e l le  vitesse a ré o la i re  d ’ un v e c te u r  ÛM tournant  a u t o u r  de £2, la dér ivée  
par  ra p p o r t  au tem ps  de Taire  q u ’il bala ie ,  en c om p tan t  ce l le -c i  a lgé b r iq u em e n t .  Dans  
le p lan (ccCîy)^ avec la convent ion  d ’ une aire  pos i t iv e  q u and  elle  est ba layée  dans le

sens  direct  / sen s  de O # ,  vers  O y  en tournant  cle — J j  la v i te s se  a réo la i re  est

2 p dt  ~  2 V dt  y  d t )



1 8 CHAPITRE I.

Puisque N ,— K, et N2 — K a ne s’annulent pas simultanément, cette 
expression est toujours positive; considérée comme fonction du point 
(N,, N2) sur la courbe qui correspond aux conditions initiales, elle 
admet un minimum >  o, m.

Si (p, w) sont les coordonnées polaires autour de 12, on a donc

I d o)

et si d  est une limite supérieure de la distance à 12, d’un point de la 
courbe,

d  w >ni
dt  ^  d -

Donc le point (N,, N,) décrit la courbe en tournant dans le sens

de ON, vers ON3 (sens de rotation d’ une demi-droite balayant l’angle 
droit N,ON2) et la vitesse angulaire autour de 12 est supérieure à un 
certain nombre positif. De sorte qu’au bout d’un temps fini, le point 
reviendra à sa position initiale et reprendra le même mouvement.

Il y a donc périodicité ;  si l ’on remarque qu’avec les coordonnées 
polaires autour de £2 l ’équation (7) s’écrit

f/tü
(8) p2 - j j  =  p2[ Yi sin'2w( K, -h p cosw) -b v? cos2to(K.j-b p sinw)],

on déduit en remarquant que le crochet est toujours > 0  le long des 
courbes

- . . - r

Yi s i n - - b  p cosco) -b Ys cos2in(K3-b p sinoo)

où p est une fonction de w qui définit en polaire (pôle £2) la courbe que 
décrit le point.

De cette loi du mouvement, on déduit en particulier la période

- 1 " p sinto cosw(yi sinoj h- Ys costo) -b K! y, sin-co -b K, Y2 cos- o)

et cette expression montre immédiatement que pour de petites fluc
tuations (courbes très voisines du point 12; p très petit) la période est 
voisine de

* *  du>_____________

Kj Yi sin2 to -b K 2 Y‘j cos2 w 

(valeur  limite pour l’état stationnaire)
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qui est égale à

T,

1  T.

\ /K i  K 2 V| y -2

t:
V/ê| £-2

Ainsi on peut dire que les petites fluctuations sont isochrones et de
* 9 TCpériode — * .

SJ el s2
Ajoutons que l'état stationnaire est stable puisque pour des conditions 

initiales très voisines les fluctuations sont très petites (et de vitesses 
bornées).

Résumons-nous par la loi :

Loi t>u c y c l e  p é r i o d i q u e . — Les fluctuations des deux espèces sont 
périodiques. — Pour un certain couple de valeurs des nombres d'indi
vidus, l ’état de l ’association biologique est stationnaire et l ’équilibre est 
stable.

Une conséquence importante de la périodicité de IN, et N2 est de 
déduire des équations (4) qu’on écrira :

d  I o - N

dt

° =  £i T — Yi f
•S t* iS

— £j -- 7) IN 2,
'o-4-T

d ]og N.)h v,N1?
dt

I\ 2 d t , O — c 2 T  ---  Y 2 /
d u

Ni dt,

en intégrant pendant une période. 
On en tire

K , =  T y  N.j dt,
Ai - i f̂ tn

/o +  T
N9

Aussi K , et K 2 sont les moyennes des valeurs de etNa pendant une 
période.

D’où :

Loi d e  la c o n s e r v a t io n  d e s  m o y e n n e s . — Les moyennes pendant une 
période des nombres des individus des deux espèces sont indépen
dantes des conditions initiales, et égales aux nombres qui corres-
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pondent à Tétât stationnaire, pour les valeurs données des « coefficients 
d'accroissement » £,, £3, et des « coefficients de voracité » y4,

Dans toute cette étude il y a un intérêt de simplicité évident à intro
duire

Ni N.>
«i -  & et n.y= ^  >

qui satisfont aux équations différentielles déduites de (4)

d n x dn*
( 9 ) - j j  — Si rti ( i — n5)i - j f  =  — '-2 «î (i “  ni )•

L'étude de ce système est analogue à celle de (4 ) ; elle est plus simple, 
car c'est le cas particulier où Ton ferait dans (4)

7 ,  =  £, .  Y i =  E,.

4 . Utilisons ces équations (9) pour étudier les petites fluctuations. 
On a vu l'existence de ces petites fluctuations quand, initialement, n t 

et /*3 sont très voisins de 1. Posons

C ] — /i] -- I , V 2 ~ /î -2 ~— I j

et procédons comme en mécanique en négligeant le produit vK. ; les
équations (9) deviennent

( 1 0 )
<h'i
~dï

—  —  £, r.> .
dp.,
dt £2 v I :

d'où les intégrales de ce système ( i )

rj it H- ci ), ( ’ ̂  —- ±V y £ 2
( À ,  a ,  c o n s t a n t e s ) .

( 9  On les obt ient  par  e xe m p le  en r e m a r q u a n t  que v L et sat is font  à

^2  ___
— °  d ’ in tég ra le  généra le  y  =  a cos (y/e, £ -h [3 ),

résu lta t  bien connu.
Si Ton p rend  ___

\ \  — a cos ( \/ fT 2 1 -h  p ),

la p rem ière  équat ion ( 1 0 )  impose

et l ’on constate  que ces d e u x  express ions  satisfont à la seconde équat ion  ( 10 ) .  On en 
déduit  im m é d ia te m e n t  la fo rme donnée des in té g ra le s  de ( 10) .
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On en déduit en posant E =  À £■] £2

Ï1 Ys

N ! — — -i--- E cos (y' £.i e2 t -b a )
Ï 2  V'Vi

N.» =  -£~ -h - 7 L  E sin(c''£,
i î y £ O

Le point (N1? N3) décrit donc une ellipse de centre £2, de demi-
E y E v, I . ---- ^  ----

axes—é=> —fâ  » d'un mouvement périodique \sens direct de ON!, vers ON2
V£1 V'£2

de période —
V

La période  des petites fluctuations, qui sont isochrones, ne dépend  
que des coefficients d* accroissement et pas des coefficients de voracité ;

mais le rapport des am plitudes ^  dépend des quatre.

Introduisons les temps tt et t% que mettent, quand elles sont seules 
séparément, la première espèce à doubler, la seconde à se réduire de 
moitié.

D’après
N 1 =  C e 6*', N.,= C.,e-^t

il vient pour ces nombres f1? f2

2 “

d’où
u =

l û £ 2

— =  a—£2^ •

lo (V * J

(indépendants de l’instant initial) avec log2 =  0,693.
L a  période  des petites fluctuations est donc proportionnelle à la 

moyenne géométrique de ces temps t x et t2, que mettent les espèces 
quand elles sont seules respectivement à doubler et se réduire de moitié :

„  2  TU j -------- / --------
1 — -j----- V t\ tt =  0 06. . . V' t i U .I0-2

Les petites fluctuations ont un intérêt spécial pour la détermination 
expérim entale des quatre coefficients eM £a, y*. L ’expérience fournira
la période et les valeurs moyennes.

Si l’on peut étudier les espèces séparément, la mesure de t iy t2 fera 
connaître et, e2; et connaissant, lorsque les espèces coexistent, K, e tK a, 
on en déduira yt et y2-
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Mais l’étude des petites fluctuations permettra une confirmation des 
valeurs trouvées, en fournissant un autre moyen de les calculer : la 
période fournira (êi . £2) et le rapport des amplitudes égal à

'ri
Ki 7i
V 1 1 5 2

V £1

donnera, puisque Ton connaît K, et K a, les deux coefficients y, et y2.

De K, — £2

t
K ~  i on déduit enfin e , et £a.V1 I J

5 . Comme les observations expérimentales fournissent directement les 
diagram m es de NM Na il est intéressant de les construire théorique
ment.

Fig.  2.

C’est immédiat pour les petites fluctuations pour lesquelles les 
courbes sont sinusoïdales; occupons-nous du cas général plus difficile.
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Pour simplifier on construira les diagram m es de , et /i2. On com
mencera par tracer la courbe ( n n n2) :

(
U « \ £ n

—  ) =  C ( -« 1 / V 'H
e,n% \  —£i

par le procédé expliqué plus haut. Puis en prenant les coordonnées 
polaires autour de le mouvement sur cette courbe sera défini par

<Ilû

d t =  sin2to -h £2«9 cos2 co =  o ( w)  [vo ir  équ. (8)] .

Il est facile de construire les courbes représentatives de sin2co,

Fig. 3.

£2^2C°s2w en fonction de co; car les longueurs n\ sin-co, « 2 cos2to se 
déduisent de /i,, n2 par deux projections orthogonales successives, 
d’abord sur le rayon vecteur, puis sur une parallèle aux axes (voir 
f ig . 2) ; on pourra donc construire par points les deux courbes e, sin2co 
et ean2 cos2oo, d’où immédiatement la courbe 9(00). C’est ce qui est fait 
sur la figure 3 .

11 s’agit d’en déduire graphiquement co en fonction de t ; car, outre que 
nous connaîtrons complètement alors le déplacement du point (n,, n2) 
sur sa courbe de la figure 2, on pourra construire immédiatement les 
diagrammes eux-mêmes de n\ et n2.

11 serait un peu pénible de construire la courbe puis celle qui

représente Faire / -r-\  de celle-ci et qui fournirait t en fonction de w.
J  ?(w) n
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Nous emploierons un procédé d’intégration approchée plus rapide 
inspiré de la méthode de Cauchy-Lipschitz pour les théorèmes 
d’existence et qu’indique M. E. Cotton dans son Mémoire sur l ’intégra
tion approchée des équations différentielles, pour un cas plus général 
d’ailleurs (Acta mathematical t. 31, 1907).

Dessinons avec les axes O t (abscisses) et O co (ordonnées) la courbe cp (w) 
qu’on vient de construire. Menons des parallèles à Oca, équidistantes et 
assez voisines et des parallèles à par les points d’intersection avec la 
courbe. Attachons à chacune un nombre égal à l’abscisse de la parallèle 
à O go qui lui a donné naissance. Ce nombre représente la pente en tout 
point de cette horizontale, de l’intégrale de

mo
— - =  3 i  {t) ) 
fit ‘

qui y passe.
Si nous considérons une courbe intégrale comme formée approxima

24

tivement de segments de droite limités aux horizontales précédentes, 
nous sommes conduits, pour la construction approchée d’une courbe 
intégrale, à tracer des segments de droite successifs limités aux horizon
tales marquées, la pente de chacun étant prise égale à la moyenne 
arithmétique des nombres attachés aux horizontales de ses extrémités. 
Sans justifier davantage ce procédé (se reporter au Mémoire indiqué),
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nous l'appliquons pour construire la courbe intégrale cherchée qui part 
de l'origine si l ’on prend comme origine des temps l'instant où to — o.

Des figures 4 et 2 on déduit à chaque instant t la valeur de co et 
celles de /it, /t2. La construction par points des deux diagrammes ne

Fig. 5.

présenle donc aucune difficulté e t nous traçons sur la figure 5 les 
deux courbes cherchées.

On abrège la construction en prenant les instants où ta a les valeurs 
qu’on a utilisées dans la figure 2 pour construire les courbes de la 
figure 3 .

Dans le Mémoire déjà cité de M. Volterra, la question des dia
grammes est traitée à partir des équations (9) sans transformation. On

dnconstruit la courbe fermée représentant -^-en  fonction de /r, et l'on en

déduit à peu près par la même méthode d’intégration approchée //i en
* * * f l  TX*fonction du temps. Mais il y a des difficultés parce que s’annule.

Elles ne se présentent pas avec les coordonnées polaires ( ‘), dt0car -7- >> o. dt

6. Perturbation des moyennes par destruction. — Le moyen le 
plus simple de faire varier et sans altérer yK et est de faire une 
destruction uniforme dans le temps et proportionnelle pour chaque 
espèce, au nombre d’individus présents Si dans le temps dt on détruit 
ocXNj dt (a, nombres ^o) individus de la première et pXN2 dt indi

( l ) Cet em p lo i  des coordonnées  pola ires  a été in d iqu é  p ar  M. B r e lo t .
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vidus de la seconde, les équations (4) devront être remplacées par

( — aX — Yi N2)Ni dt\
(ll) ) rfNj= —(6s-+.rix_v4N,)N4rf/.

qui s’obtiennent donc en remplaçant e,, e 2 P a r  £i— aX() £2 +  (3X.
Les nombres a, (3>o caractérisent les modes de destruction, X ^ o son 

intensité ; s’il s’agit de poissons par exemple, a et (3 ou seulement peut-

être -  dépendront du procédé de pêche, X de son intensité.

On ne se trouvera dans les conditions d’application des résultats pré
cédents que si e( — aX^>o. Le mode de destruction étant donné, tant

que l’intensité X restera inférieur à il y aura des fluctuations. Elles

cesseront quand X dépassera cette valeur car alors on se trouve dans le 
cas d’un système différentiel (5) avec X,<Co, X2< o ,  et comme on le 
verra un peu plus loin, il n’y a plus de fluctuations et les deux espèces 
disparaissent.

Dans l ’hypothèse d’un X assez petit, la moyenne d’individus de la pre
mière espèce détruits dans l ’unité de temps est

i

T

' 0 +  T
otX Nj dt =

ei
Elle ne devra pas atteindre —

. T '2 .
Comparons les .fluctuations avec celles qu’il y a sans destruction; les

valeurs moyennes de Ni, N2 sont maintenant, au lieu de — f —>
Y -2 Tl

£î H-?X £i— xX
T T ’ ” Y T ”

D’où la loi importante :

Loi d e  l a  p e r t u iu u t io n  d e s  m o y e n n e s . — S i  Von détruit les deux  
espèces uniformément et proportionnellement aux nombres de leurs 
individus (assez peu pour que les fluctuations subsistent), la moyenne 
du nombre des individus de Vespèce dévorée croît et celle de Vespèce 
dévorante dim inue.

Si l ’on ne détruit que l’espèce dévorante (a =  o, (5 ^  o), sa moyenne 
ne varie pas, niais celle de l’autre augmente; si l ’on ne détruit que 
l’espèce dévorée (a ^  o, (3 — o), la moyenne relative à celle-ci ne varie 
pas, celle de l ’autre diminue.
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Ajoutons que si 1*on ne détruit que l ’espèce dévorante, il n’y a pas de 
limite à imposer à l’intensité de destruction,

On peut faire encore des remarques secondaires intéressantes : la 
période des petites fluctuations diminue quand on détruit i’espèce dévo
rante, augmente quand on détruit l’espèce dévorée; mais, dans les deux 
cas, le rapport des amplitudes augmente.

III. — DEUX ESPÈCES DANS LES DIVERS CAS D’ACTIONS MUTUELLES.

7 . On a vu plus haut comment en caractérisant les développements 
des deux espèces par les coefficients d’accroissement X, et X2, et leurs 
influences mutuelles dans un milieu délimité par pi et p2, on parvenait 
au système

f o )
l h — N -1 ( X1 -f- p-1 N 2 ), ■—r— — A .> ( A 2 u ■> îN 

a t

d’où l ’on déduit, comme on l’a vu, 

( t> ) N eP*Ni =  C. ( N ̂

(N 8)*<  e!-*-»N” _

Pour étudier les variations de N !t N 2 dans tousles cas, on fera d’ahord 
l ’étude de la forme des courbes précédentes (C fini non nul) suivant les 
valeurs des X et p, courbes du plan (N,, N2).

On emploiera la même construction que dans le cas particulier étudié 
en construisant séparément

Y =  m}’ «ms., X =  N avec Y =  CX.

On pourra aussi construire

Y =  X =  XTTAi e ~ avec XY =  C.

Le faisceau de droites issues de O doit seulement être remplacé par la 
famille d’hyperboles équilatères

XY =  C.

Cette dernière remarque va nous permettre de construire toutes les 
courbes (6) à coefficients X, p non nuis, à partir des deux seules courbes

(a  ) y  =z #X eV-x ( X >  o, \x >  o) )
( 3 )  y  — eV-c (X >  o, p <  o) .)

Comme on ne change pas une famille de courbes (6) en prenant les
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opposés des coefficients X, p, on aura toutes les courbes possibles en

28

Fig. G.

supposant par exemple Xf > 0  et considérant les diverses combinaisons 
de signe pour les autres coefficients.

Fi n1 r

Ÿ-l

Pour les cas où X2< o ,  on appliquera la seconde construction avec 
les hyperboles de façon à considérer

Y =  N7 1’ OÙ ---- X;  >  O.
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Le tableau suivant donne tous les cas :

J F-1> 0 X, 0 p.2 >  0 I
» X 2 <  0 0 2

Fl >  0 X2 0 <  0 3

Xi >  0
! » X2 <  0 J J U >  ° 4

F‘l <  0 X2>  0 ^2> 0 5

)> X, <c ° F ' 2 <  ° 6

F l< ° Xo> O F a <  ° 7
1

Il y correspond les courbes de

X2 <  0

la figure 7.

JUU >  0 8

On n’en indique la construction que pour les cas (7) et (8) de façon

F ig . 8.

à mettre en évidence les trois dispositions possibles de la courbe du 
cas (7) suivant les valèurs de G (C\ C \  C" ) et à donner un exemple de 
construction avec l ’hyperbole

sau

8. En ce qui concerne les sens de déplacem ent, on remarquera que, 
f pour ( 7 les courbes ne passent pas par le point 12  ̂ ^

qui annule les dérivées. En décomposant (7'") en quatre branches par 12, 
on peut donc dire qu’il y a un sens de déplacement déterminé le long 
d’une branche quelconque. On le détermine aisément en considérant les
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signes de ? ~ jf"  ^ ous avons marqué des flèches pour l ’indiquer dans

les divers cas du tableau. Pour toute combinaison des signes des coeffi
cients où X | < o 7 il n’y aura qu’à prendre la combinaison des signes 
opposés, la courbe correspondante et sur celle-ci le sens opposé à celui 
qui est marqué : car les équalions (5) restent invariantes quand on 
change de signe à la fois tous les coefficients et la variable t} de sorte 
qu’à des systèmes de valeurs opposées pour les coefficients corres
pondent des déplacements opposés sur la meme famille de courbes. (On 
passe d’une représentation paramétrique à l'autre en changeant t 
en — t.)

On sait déjà sur quelle courbe et dans quel sens va se déplacer le 
point (N i, N2) à partir de sa position initiale. Distinguons toutes les 
combinaisons des signes des coefficients (7^0) par le numéro de la 
courbe correspondante dans le tableau ci-dessus et les indices db pour 
indiquer le signe de On a étudié le cas 8+ ; pour 8„ tout se passe 
de la même façon au sens de déplacement près. Cela revient à permuter 
les espèces.

Laissons de côté ces cas 8^ (qui correspondent à une espèce dévo
rante et une espèce dévorée). Dans les autres cas le point (N t, Na) 
décrit une branche qui va à l’infini, en O ou en £2. II la décrit entière
ment sinon il aurait pour 1 =  00 une position limite à distance finie

autre que O et £2, auraient des limites finies non nulles, ce qui

est incompatible avec le fait que N ,, N2 restent ^ o et bornées ( * ).
Quand (Nj, N2) se dirige vers O (par exemple cas i_), il ne l’atteint 

jamais; c’est sa position limite pour / =  q -  00. Car de (5) résulte qu’à 
partir d’un instant 11 où N, varie dans le sens décroissant

où X, -h pi Ns tend vers \ x <C o (2).

( 1 ) Si 9 ( / ) représente la fonction , de limite a, à partir d'un instant 9 sci a du
1 2 1 t

signe de a et de m od ule  >  - — et l’on aura

f * l9 (t) dt, d ’où | N l— ( N ,) ,  ! >  — {t — tl).

y  ̂  doc ,
( 2) On conclut  en s ’a p p u y a n t  su r  ce que j  •— tend vers  — x  quand l tend vers  zéro

x
en res tant  >  0.
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Quand il se dirige vers il [certains cas (7'")], il ne l ’atteint jamais non 
plus, car

t ~  ta ==. L„ înTTT
d N

-(N,)1 ^  1 i K \ JJ- J 2  )

où N2 est la fonction de Nj correspondant à la branche décrite et où le

dénominateur s’annulant seulement au voisinage de N, =  — — est, dans
H- 2

ce voisinage, de la forme (*), ---- \ — î | <p I restant supérieur à un

1 r V
nombre fixe.

Enfin quand (N), Na) s’éloigne à l’ infini sur la branche, il met un 
temps in fin i quand l ’un des deux nombres N 1; 1N2 reste borné et même 
tend vers zéro (2+, 3+, 4-, 5..hî 6,., cas de 7) et au contraire ne met 
qu’un temps fin i quand N,, N2 tendent simultanément vers l’infini 
( t +? 4+j etc. j .

La première partie est presque immédiate; si par exemple N, aug
mente indéfiniment et croît à partir de tK

t — l - r
iN1Ji Ni ( Xi • u, 1Y>Ï

,

^ ( N, O
cpidVj) t/N-i

N,

où cp(NQ tend vers pour Ni = + a o ,  d’où la conclusion ( a).

Pour établir le second point on démontrera d'abord que tend

vers — quand N( et Na tendent simultanément vers l ’infini, le (u, 1
point NjINN décrivant une branche infinie, ce qui est facile en considé
rant le rapport des dérivées ( 3). Ensuite, si, à partir d’un certain ins-

( l ) C'est  ce q u ’on voit en a p p l iq u a n t  la fo rm u le  des accro issem ents  finis ( voir  p lus 

h a u t )  à N., entre  — — et N, et re m a rq u a n t  que les tangentes en £2 à ( 7 ” ) ne sont pas 

para l lè les  au x  axes ,
r ‘ dx

P o u r  con c lu re  an temps infini dans ce cas.  on s’app u ie  encore  su r  ce que f  ---------
/  OC et

tend vers  — x  quand l tend vers  a  en re s ta n t  du côte de a ,

f* ̂  doc
( a) On se se rv i ra  de ce que i  q u and  l tend vers  - f - x ,  a une l im ite  finie ou

d-V. X''
infinie su ivant  que a > i  ou a  ^  j .

O ) On sa it  que si deux  fonctions  f {  t ) , g { t )  dér ivab les  en t p o u r  t >  À,  sont  infini-
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tant tu N\ croît,

, ,  _  C Nl ^  _  f 1" M i l a n.N<

où tp^N,) tend vers — pour N, oo; d’où la conclusion.
K*

E n  résumé, en dehors du cas

ou
Xi>o, K l< °! *:»<«, [J-2>o

Xi <  O, >  l), Xo >  o, u.2 <  o,

correspondant à une espèce dévorante et une dévorée et pour lequel il y 
a des fluctuations (voir § ii) , ii peut y avoir équilibre instable ( 1 ) si 
initialement

V  ^  AJ A '
iN i = — —j il ■) = ----- f

K 2 " Kl

ou bien une des espèces s’épuise, l'autre croissant indéfiniment (temps 
infini), ou bien les deux s'épuisent (temps infini), ou bien les deux 
croissent indéfiniment (temps fini), ou bien elles tendent vers un état 
d’équilibre jamais atteint (temps infini).

Si Ton néglige le cas où certains coefficients seraient nuis, on con
clura  donc en disant qu’il peut y avoir soit des fluctuations avec les 
lois indiquées (§ II), soit les cas divers que donnent les combinaisons 
de développement illimité ou d'épuisement pour chaque espèce. La 
conclusion inacceptable pour le biologiste d 'un développement illimité 
en un temps fini, dans certains cas, nous conduira à modifier la mise en 
équations.

ment grandes avec

( l fini ou non ).
Ici

t et tel le que —7 ait  une 
g

l imite  /, — a 
g

tlS 
dt 

d N, 
dt

h

h
N.,

:j-2

•j.,

auss i  une l imite  qui est l

Donc
N2

On parv ien t  aussi  à ce résu ltat  en s’app u yan t  sur la re la tion (0 )  et la com para ison  
des cro issances  de l 'exponentie l  le et de la puissance.

( 0  Si l ’on part d ’un point vois in  de £2, on décrira une b r a n d i e  de (7 ' )  ou (7 ")  en 
s 'é lo ignant  sans  re to u r .
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9 . II y aurait quelque intérêt mathématique à étudier les cas de p a s
sage où certains coefficients sont nuis. Contentons-nous du cas

/. I =  O. (Ui<0, À-2<0, [X2>  O,

qui correspond à la limite d’application de la loi de perturbation des 
moyennes.

Les équations différentielles s’écrivent alors

rfNt
dt

dt

— HiN-j N2,

"  N* ( Xg Ni ) )

d’où
N , yi =  C  e~~ .

On construira cette courbe par le procédé déjà employé des droites
r/Nissues de O dans x O y . ~ ~  est négatif; donc N< décroît, d’où le sens de
( L lt

déplacement sur la courbe. En raisonnant comme plus haut on verrait

Fig.  9-

que le point (N|, N2) (qui ne part pas de A puisqu’on suppose les deux 
espèces initialement non nulles) décrit la courbe jusqu’en B en un 
temps infini. La seconde espèce s’épuise donc, tandis que Ni a une 
limite finie non nulle.

Il est intéressant de rapprocher les trois cas qui se présentent dans
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la destruction des espèces :
34

X <  — ( I )  : Cas étudié dans II, 5,a

a =  — ( I I )  : Cas éludié à l ' instant,a

X >  i l  ( I I I )  : Cas 3 dans n° 7.
a

Je trace sur un même graphique une courbe correspondant à \ — o 
et, passant par un de ses points, trois autres correspondant à trois 
valeurs de 1 respectivement dans chaque cas.

Quand l'intensité de destruction croît jusqu'à il y a des fluctua

te ÿz£ o ( vo ir  n” 6)

lions pour chaque valeur de X <  et la moyenne des individus de

Eâ-t- p
l'espèce dévorée croît jusqu 'à------- -> limite qui ne correspond plus à

Y -
des fluctuations (exemple de limite supérieure jamais atteinte).
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Dans le cas théorique de passage, l'espèce dévorante s'épuise seule 
(temps infini), tandis que le nombre des individus de l'espèce dévorée a 
une limite finie non nulle. Enfin pour des valeurs plus grandes de X, les 
deux espèces s'épuisent (temps infini).

Ai nsi quand l'intensité de destruction est trop grande, au lieu d’avoir 
des fluctuations, les deux espèces s'épuisent.



CHAPITRE II.
PREMIÈRE ÉTUDE

I)E LA COEXISTENCE D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ESPÈCES,

I. I. Espèces se disputant la même nourriture.

II. Espèces qui s'éntre-dévorent : 2. NoLion d 'équiva lents ;  système différentiel 
de l’association biologique avec l'hypothèse générale des équivalents que Ton 
gardera. — 3. Quelques conséquences immédiates.

III. Cas d'un nombre pair  d'espèces qui s'entre-dévorent ; i. Relation entre 
les nombres d ’individus. — 5, 6, 7. Dans le cas où il y a possibilité théorique 
d ’équilibre,  les fluctuations sont bornées et non amorties. — 8. Loi des 
moyennes asymptotiques.  — 9. P e r tu rba t ion  des moyennes par destruction. 
— 10. Peti tes  fluctuations. — 11. Dans le cas général, diverses possibilités. — 
12. Cas particulier où les coefficients d ’accroissement sont tous nuis.

IV. C a s  d ' u n  n o m b r e  i m p a i r  d 'esp èces  s ' e n t r e - d é v o r a n t  : 13. Il est impossible 
que toutes les espèces subsistent avec des variations bornées, en général. — 
14. Cas particulier  où les coefficients d'accroissement zr  sont tous nuis. — 
lo. Sur  un cas particulier  à trois espèces.

Note mathématique : 16. Propriétés  essentielles des déterminants .  — 17. Déter
minants symétriques gauches. — 18. Équations linéaires. — 19. Formes 
linéaires.

I. — ESPÈCES SE DISPUTANT LA MÊME NOURRITURE.

1 .  Gomme dans le cas de deux espèces, supposons qu’avec une nour
riture suffisante pour satisfaire la voracité des individus, il y ait des 
coefficients d’accroissement positifs et constants £,, e„. Dans les
conditions ordinaires réelles, la diminution de nourriture altérera ces 
coefficients. En représentant la nourriture dévorée par unité de temps 
par F  (N ,, . . ., !N„), fonction positive s’annulant pour

Ni -  Nj =  • * - N „ =  o

et tendant vers l’infini avec chacune des variables, on est conduit,
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comme pou r  n = z  2 , au système différentiel

| «IV,
i Ht — Ni f £1 — Yi F ( N] , N2, . . . ,  Nn ) ],

(I)
1 .......
i

/ dt =  N„[e„ — vrt F(N.(î iNL, . .  ., N „)]

1 ,
! ( ï i , . . ., y /0 nombres constants >  0 ).

On en déduit
1 d.Nr 1 er £j

ï r ? b' dt dt ”  y r . Tr
ou

d
dt

[ l o g N ï - — lo g N J ' ]  =  ~

(r i s
d’où

IN Jr-Ç- =  C C Wr T, J
— -
V

G constante = (N ?)Tr
T

(N?)^

On verrait comme au Chapitre I qu’il y  a (de façon unique), pour les 
valeurs initiales, des intégrales de (1) continues, positives dans tout 
intervalle fini (t0, T).

Ordonnons les rapports — et supposons donc que
TI

v1 1

en négligeant les cas infiniment peu probables où il y  aurait des égalités. 
Alors, en étudiant ce qui se passe dans le temps s'écoule indéfiniment

N ;r
lim —— =  00, si r <  s.
t— *  —

NJ*s

Or toutes les fonctions N,; restent bornées quand t tend vers -f-ao, 
comme pour n — 2. De

N?«
lim —~ =00 ( i >  1)1 — » _L 

Nï‘i

résulte donc que tous les tendent vers zéro.
En raisonnant à peu près comme dans le cas de deux espèces on con

clut que :
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Toutes les espèces s* épuisent ̂ sa u f celle dont le  ̂ est le plus grand.

Au bout d’un temps assez long, il ne subsistera donc plus que cette

première espèce de  ̂ le plus grand. On fera Na=  Ns = . . . =  Nrt =  o

dans les équations (i), dont la première fournira la variation de N(. On 
conclura, comme dans le cas de deux espèces, que N* a une limite 
fin ie  non nulle pour l ~  -h oo ( 1 ).

On pourra préciser en prenant en première approximation

F — a, ï\\ -h . . .-r- XnNrt (Xj. . . ., Xrt>  o constant?).

Nous renvoyons aux calculs du n° 1 (Chap. I).

II. — PREMIERS ÉLÉMENTS DE L’ÉTUDE DE PLUSIEURS ESPÈCES
QUI S’ENTRE-DÉVORENT.

2 . Nous considérons dans un milieu délimité donné n espèces, qui, 
si chacune était seule dans le milieu, auraient des coefficients d’accrois
sements respectifs £,, . . . , £ „  de signes quelconques, mais constants. 
On suppose que, dans la coexistence, les rencontres d’individu6 de 
deux espèces ont un résultat soit nul, soit favorable à une espèce et nui
sible à l’autre parce que certains individus en dévorent d’autres.

Pour arriver dans le cas général à un système différentiel commode 
traduisant la lutte des espèces, nous ferons Y hypothèse des « équi
valents ». Indiquons seulement tout de suite un moyen tout à fait 
simple qui nous amènera à cette notion par les considérations très 
grossières suivantes :

Considérons les espèces d’indices r et s dont les rencontres dans le 
temps dt sont de nombre win NrNj di et qui amènent la destruction de 
P n mrsNrNs dt individus de l ’espèce (s), p rs étant un coefficient au plus 
égal à i, constant comme mr$t

Supposons que cette chair dévorée par l’espèce (5) produise immédia
tement un nombre d’individus de l ’espèce (s) égal au quotient du poids 
de cette nourriture par le poids moyen d’un individu de l’espèce (s), 
comme s’il y avait transformation instantanée d’une espèce dans l’autre 
avec conservation des poids de chair transformée. Alors, dans le

f 1 ) C om m e  dans le cas de deux  espèces,  on peut a r r i v e r  r ig o u r e u s e m e n t  à ce résu lta t  
sans  négliger  les a u tre s  N (voir p. 12).
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temps d t , l ’espèce (s) s’accroît grâce aux rencontres avec l’espèce (r) de

p r s m rsN }M s dt-r-- i n d i v i d u s ,
P-s

en désignant par j3r et (3* les poids moyens des individus des deux 
espèces.

Donc, si l ’on pose

&rs == mrsPr.i et &sr ==

on pourra dire que les rencontres des deux espèces dans le temps dt 
provoquent des accroissements algébriques des nombres d’individus 
respectivement égaux à

Pr
a sr  ^  r  s d t p o u r  l ’ e s p è c e  ( r  },

~  a r$N r N ,  d t  p o u r  l ’ e s p è c e  (s).

En introduisant ainsi les inverses des poids moyens des individus de 
chaque espèce, on pourra raisonner de la même façon pour tous les 
couples d’espèces, en posant a rj= a jr= o  pour deux espèces indiffé
rentes l’une à l ’autre.

En négligeant les rencontres simultanées de plus de deux espèces, 
on conclut tout de suite que dans le temps dt l ’espèce d’indice r 
quelconque s’accroîtra de

71

(>.) «/Nr =ErNr A  +  y  N,.N, dt.
~ S  i V 1

Ainsi nous avons pu attacher à chaque espèce un coefficient ru=z ~ ,

de sorte que dans les rencontres d’individus de deux espèces (/ ) et (s) 
les nombres d’individus qui disparaissent dans l ’une et qui, on le sup
pose, apparaissent aussitôt dans l’autre, sont entre eux comme les coef
ficients yv, r\s correspondants, quand les espèces réagissent.

\J hypothèse des « équivalents » consistera à supposer l’existence de 
tels coefficients y];, dits équivalents, non plus nécessairement égaux aux 
inverses des poids moyens, mais tels que dans les rencontres de deux 
espèces réagissantes (/•), (s), les nombres Nr, TV* varient comme s'il y 
avait transformation immédiate d’ individus (r) eu individus ($) ou inver
sement, en respectant l’équivalence de N.Y}r individus (r) et N .r)s indi

vidus (s). On voit que les rencontres laissent invariante 1a somme
i
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Si, comme il est naturel, on dit que — est la « valeur moyenne » d’un
rti

individu de l’espèce (f), la somme précédente est la valeur de l’associa
tion biologique (poids total des individus dans l’hypothèse initiale).

Les rencontres d’individus d’espèces distinctes même non indifférentes 
n’altèrent donc pas la valeur de l’association biologique considérée.

Si nous supposons maintenant qu’il y ait des équivalents que nous

noterons l’accroisseinent <fSr de l’espèce (r) quelconque
p ] p n

sera encore donné par l’expression (2) où les ars sont certains coeffi
cients constants lois que ars=  — asr. Reprenons en effet le raisonne
ment du cas, particulier initial. Si les rencontres pendant dt des 
espèces (/■), (s ) sont au nombre de rnrsS f ŝs dt, et si l’espèce (r) étant 
dévorée par l’espèce ($), il y a p rimrsNrNx dt individus (r) détruits, 
notre hypothèse des équivalents exigera l’apparition de

En posant

P r s  dt
T - i n d i v i d u s  ( s).

\J S

dr

(-t  r , s —  V I  /•,< P r s  [ J f y  { f . t /  — ar$ >

les variations des nombres d’individus (;•) et (5) seront bien

«Jr/’NrNJ dt et | - or̂ jN/.N- dt 
pr P-ï

comme plus haut.
On raisonnerait de façon analogue si l’espèce (s) était dévorée par (r), 

cela revenant à intervertir les valeurs de ars et asr. E t  Von parvient 
bien au système d ifféren tiel

(3)

ou

(4)

(r =  1, 2, . . n)

P dNr 
r dt Nr

I
avec ars=  — asr et ^-

pi
1 1* j >  o, « équivalents » des espèces dans

le cas le plus général de notre hypothèse des équivalents.
Dans le cas de deux espèces seulement, l’hypothèse d’un rapport 

constant entre les disparitions et apparitions d’individus que provoquent 
les rencontres revient à notre hypothèse des équivalents. D’ailleurs si
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l ’on reprend les équations (5 )  du Chapitre I, il suffit de poser

! =  fj-i p ! ( p ,  >  o a r b i t r a i r e ) ,  cToit

 ̂ et 21 et j 2
12 K*2 [JL 2

Kl

Kl

a±\
— ~ir y

lJ i

«io
~7T fU?

pour retomber sur les équations (3) précédentes, X,, X2 jouant le rôle 
de s i j £ 2 *

11 est intéressant de voir que, dans bien des cas particu liers , P hypo
thèse des équivalents est inutile pour obtenir les équations (3 ). Par 
exemple, si l’on a n espèces dont la première ne dévore que la seconde, 
la seconde que la troisième, etc*, la (n — i)10me que la nlfeme, on trouvera 
bien aisément par un raisonnement basé sur les rencontres comme dans 
le cas de deux espèces

dn,
eit

tfN,
d t

dNr
d t

n

~dT

— (.£iH— y) N2)N-i,

“  ( 5-2---- y  0 "T" Y a N ;i ) ^  2,

..........................................................7

— (, £r-- Yr Nr—1 Y/'̂ 'H-l )N/.]

— ( £ n Y f l - ^  n— I ) ^  f i

(V; Y r>  °)

et il suffit de déterminer arS: Pr par

, et o i
Tl =  V

C lr —i r  J — _i r  — o >L3 * * */’

— Ï 3 =
a
Pi ’ y o = «S3 

~ü J

«>•r-H , r
(T  ’

«rs — CC-.f r:

• • • t v t n

* ?

« /? — 1, n

avec |3, arbitraire )> o, et tous les autres a,y nuis pour tomber sur la 
forme ( 3).

3 . Des équations (3 ) on peut tout de suite déduire des conséquences
intéressantes et très générales pour tout système de solutions )> o
dans </0, + o o ).

D’abord si tous les coefficients d r accroissement £r sont n égatifs ,
toutes les espèces s7épuiseront. De (4) on déduit en effet, grâce à la
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propriété a rs= — asr 

(5)

42

r  ~  1 r=l

Si — £ est une limite supérieure négative des t, ,

Si 2 *1
• Nj

< — £.

r _  I

Donc à partir de linstant initial /0

et

2  M r
log---------- < — i(t — t ( i )

2  M?
n n

r  — 1 r  r= 1

On en déduit aisément le résultat annoncé.
Au contraire si tous les coefficients d } accroissement i r sont positifs , 

le nombre total des individus de toutes les espèces tendra vers -f* 00. 
Car si £ est une limite inférieure positive des sr, on aura, d’après (5) à 
partir de l’instant initial £0,

d’où

d
dt

2  M r
l o g --------------  >  l ( t  —  to) ou

2  M J
2 ^ N r >£prN<>

On en déduit si a f> (3r (;* =  1, 2, . . ., n)

droù la conclusion annoncée.



Remarquons encore que si un seuletdes coefficients d yaccroissement 
est o, toutes les espèces ne peuvent s'épuiser. Sinon on aurait, à 
partir d’un certain temps,

J_ îi'
N i  d t  >. 1
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incompatible avec répuisement de l ’espèce (z).
Ajoutons que, dans le cas théorique où tous les £ seraient nuls^

2 A l 7T =  0’

d’où
^  |3r Nr =  const.

On en déduit que ^  Nr reste compris entre deux nombres positifs.
r

Insistons sur ce point que, si tous les £/ sont de même sign e , il est 
impossible que toutes les espèces subsistent en restant bornées. Un état 
stationnaire et le cas de petites fluctuations sont donc alors impossibles. 

S'il y a état stationnaire (avec toutes les espèces), on a d’après (4)

n
(6)  V  a rs N4— er jU ( r  =  i, n).

î

Le déterminant ( 1 ) de ces équations (qu’on appellera déterminant fon
damental) en N/ est symétrique gauche; il est donc nul si n est impair, 
et, si n est pair, carré d’un polynôme par rapport aux arSj donc >o et 

o en général. Nous sommes ainsi conduits, pour une étude plus 
approfondie, à distinguer les deux cas de n pair et n impair.

III. — CAS D’UN NOMBRE PAIR D’ESPÈCES QUI S’ENTRE-DÉVORENT.

4 . Négligeons le cas infiniment peu probable où le déterminant de (6)

O « ]  0 «13 « i

« 2 1 O «23 C t-2 n

a  n  i «H 2 * * • ■ • • « / 1 ,/l-i-l O

( l ) Voir à la fin du ch ap it re  la Note  m a th é m a t iq u e .
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serait nul et supposons-le donc positif. Désignons par le coefficient 
de l’élément a n de ce déterminant. On a aussi

A/iA- =  --  A/:/, .kh

Généralisons le procédé utilisé pour deux espèces (Chap. I, n° 3 ) et 
qui nous a fourni une intégrale première. Des équations (4) on déduit 
d’une part, comme on Ta fait,

(5) Y  o
2 l ir dt — jV AV
r= 1 r=i l

Formons le second membre d’une autre façon : si l ’on écrit les équa
tions (4) sous la forme

d  logN r  ̂ fjOr*
dt Er;V = ^  a srN s ( / ■ — i ;  ‘A, . . n),

et qu’on résolve par rapport aux N; du second membre, on obtient le 
système équivalent

(8 ) D.N h =
n

Z  ~ d i ---------?r) ( h — i • >, . . . .  n ),
r  ~  1

Il suffit pour cela de multiplier les deux membres des équations res
pectivement par (Àai, Àa2, . . ., A/tn) et d’ajouter membre à membre, 
puisque

\fi  i Cl/t i H- A /i2 <%/i2 -t- . . . -- - À hn&hn — •

De (8), on déduit alors

2  e/l p/t =  ~  ^  A Ar( fl/-, d  logNr
dt £j- -Jl

h=i h — \ ?•— 1
n n

I V V  A , Q 'J f / l o g A , -  I)  A /i/- £/i ,J r dt
/i —1 r—1

^  e/ip/̂ /VV A/ir
/i — ] r  =  l

En vertu de À** =  — à *a, ce dernier 22  est nul. L ’autre est égal à

s
/■r=i L

/  n
^  2  A„r„  s., )J

H — 1
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Or, si l'on désigne par qi les racines de (6), de sorte que

45

(9 ) 9 i — jQ 2 ) ^ i r ---------------------------------p  eA t^A)
r =  i /■ —1 h~  1

la somme précédente devient

1)
2 > qr

d logN r
dt

r —i
Donc

2  = 2  P/-?»-d logNj 
dt

n— I r  — 1

La comparaison avec (5) donne immédiatement

d IogNr \
- i n - J  =  0’2 > ( §

r —1
d ’où

2  ^ (N'-
/—̂ i

ou

( io )
é   ̂Pi !  e
\N’ V

/  e * n \  pu
* . * / -----\ =  const.

NJ <fnn

Ainsi toute solution de (5) dans un intervalle quelconque, formée de 
fonctions positives, satisfait à la relation (io).

5 . Pour aller plus loin, supposons tous les qi positifs, c'est-à-dire 
qu*il existe un état stationnaire.

En introduisant m — — » (io) s'écrit
qt v y

(io') =  const. C.

* ■ exMais si nous remarquons que pour x  >  o, — > e )?
O C

\ 'h ) < C
Vnpn '̂/apa’+'- • —---- e'7,P‘,

2  VrPr
e 1

('*) V o i r  page su ivante  la cou rbe  y  =  —OC



el, (Time façon générale,

*6 CHAPITRE II.

OU

( I I )

f?r$r
< K  e<?& OU K  =

C
e 2  Vrfir

Il suffit de construire la courbe ( 4 )

€ xY =  — ( >  O)

pour voir que cette inégalité (î i) entraîne que nr reste dans un inter
valle contenant i et dont les extrémités dépendent seulement des condi
tions initiales et des constantes e,-, j3r.

On en conclut que toute solution de (5 ) dans un intervalle ( j0, T),

F ig .  i i .

correspondant à des valeurs données N® >  o pour t =  f0 et formée de

(ix‘ oc -
( l ) L a  fonction ^ - - d e a ; > o a  com m e  dérivée y  =  ex ------

oc oc
Donc y  dé cro î t

de ~b oc au m in im u m  e p o u r  a; =  i,  pu is  c ro î t  j u s q u ’ à -t- co ( p o u r  oc =  -h oo). La  co u rb e  
re p ré sen tat ive  est  un cas p a r t i c u l i e r  de la courbe £ x de la f igure  i.
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fonctions positives, est telle que chacune de ces fonctions reste com
prise entre deux nombres positifs indépendants de T (T peut être infé
rieur à tv aussi bien que supérieur, d’ailleurs).

On peut en déduire l’existence effective ( ')  d’une solution dans 
(£,n -hoo), ou même ( — oo,-j-oo) correspondant aux données N“ ]>o, 
limitée par les nombres précédents et il n’y en a qu’une pour les 
valeurs initiales.

Par conséquent les espèces subsisteront) leurs nombres d 'in dividu s  
variant entre deux nombrs positifs .

L ’équation (io') et les limitations (i i) vont nous donner en outre un 
résultat important. Lorsque les N- tendent simultanément vers les q n

les tendent vers e, C vers eL r̂ifr et K  vers i (par valeurs supérieures),
nï

donc les limitations K (/r̂ e, verse. On en conclut que si les N,° sont pris 
assez voisins des qr, les intégrales Ar(t) différeront des qr respectifs 
d’une quantité inférieure à tout nombre positif arbitrairement donné. 
Autrement dit Y état stationnaire est stable,

Nous ne pouvons, jusqu’à présent, rien dire de plus; nous ne savons 
pas si les N( ont des limites ou comment elles sont atteintes. Pour aller 
plus loin, précisons d 'abord  le langage p a r  quelques définitions.

6. Si le nombre N (f) des individus d’une espèce reste compris entre 
deux nombf'es positifs , on dira que l ’espèce a une variation bornée.

Si N (î) à des maxima et des minima relatifs au delà de tout instant, 
on dira que l’espèce a des fluctuations indéfinies .

Supposons que N(tf) ait une limite; il peut arriver qu’à partir d’un 
certain moment, elle varie toujours dans le même sens ou reste cons
tante; on dira, dans ce cas, que N(£) tend asymptotiquement vers sa 
limite (pas de fluctuations indéfinies). Dans le cas contraire, il y aura 
des fluctuations indéfinies, et comme la différence de deux extrema 
quelconques doit tendre vers zéro quand leurs époques tendent vers 
l’infini, on dira que les fluctuations sont am orties.

Si N(£) n’a pas de limite, il y a nécessairement des fluctuations indé
finies, car N (£), compris entre deux nombres, ne saurait rester crois
sante, décroissante ou constante à partir d’un certain moment sans avoir 
de limite. De plus, au delà de tout moment T, on pourra trouver t' (*)

(* ) C a r  la m éthode  des a p p r o x im a t io n s  success ives  p e r m e t t r a  d ’ in té g r e r  de proche en 
proche  dans des in terva l le s  de lo n g u e u r  au moins égale  à un certa in  nom bre  h >  o.
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tels que|l\T(/) — N(Y) j soit supérieur à un certain nombre positif fixe 
indépendant de T (*). Aussi dira-t-on que les fluctuations sont non 
amorties.

7 . Complétons maintenant les résultats du n° 5 en montrant que, 
dans les mêmes conditions où les espèces ont des variations bornées, il 
j  aura Ass fluctuations non amorties pour Tune au moins d'entre elles, 
en négligeant l ’état stationnaire infiniment peu probable.

Dans le cas contraire, en effet, tous les N, auraient des limites appar
tenant respectivement aux intervalles de variation et nous allons voir 
que c'est impossible.

Supposons que pour t =  oo, les N, aient des limites /, finies. D ’après 

, les auraient aussi des limites finies A,-; tous ces X, sont nuis, car 

si Xr o, on aurait, à partir d'un certain instant /,,

ou

d’où

dXr ^ ,
HT >  A'

dt
r

ou bien

; =  r, >  o si Xr >  o (s  >  o a s s e z  p e t i t  ),

e' =  —  t, ' < ü si X , - <  o ( £ r<  o a s s e z  p e t i t ) ,

N r — ( N r ) l >  Tj (J --- /i

N r —  ( N  , - > ! < —  T,'( t —  ti ).

ce qui est incompatible avec la propriété que Nr est positif et borné, 
Ma is si tous les X; sont nuis, les vérifieront, d'après (4),

r 'êr X? =  °  ( r  — I , -J . n ).

ce seront donc les racines qi des équations (6).
. eniMais alors, tous les ni tendent vers i et les — vers e\ par suite,Tli

(

tendra vers e^r'h$ r.
\H\ / \«2 / /

( : ) S o ie n t  S t , It les bornes su pér ieu re  et in fér ieure  de N ( f )  pour  / = T,  (e l les  a p p a r 
tiennent à l ’ in terva l le  de v a r ia t io n )  quand T tend vers  l ' infini ,  S t ne croiL pas,  donc a 
une l im i te  S et I t qui ne décro ît  pas tend de même vers  une  l im ite  I ^ S ( I  et S  sont 
dites plus petite et p lus  g r a n d e  limite p o u r  t =  ce); si l ’on avait  I — S,  N ( £ )  tendra i t

S _I
v e rs  ce nombre .  Donc I «< S. E t  il suffit de prendre  -------- pour le nom bre  pos it i f  du texte .



Et comme ce produit est une constante, sa valeur initiale doit être égale 
à sa valeur limite, c’est-à-dire que
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>,n\ \ tfiPi enn \
ny nu

Or,
e n>

71 i > e,

£<7r$r

I .et il n’y  a égalité que si
Donc, l’égalité entraînerait que

n ? =  1 {i =  i - v, •. n),

c’esl-à-dire que les conditions initiales correspondraient à l’état station 
naire. S ’il y avait un état limite, il y aurait donc toujours équilibre, 
d’où la proposition annoncée.

8. Après cette extension de la première loi donnée dans le cas de 
deux espèces, cherchons à faire celle de la loi de la conservation des 
moyennes.

Intégrons entre tQ et i les deux membres des équations fondamen
tales

p I rfNr _  
Nr dt

n

Il vient

r ^ r H -  jS  & si 

1
ïc rN ,.

N H 1l°o jÿo" ” Êr^rO— h) J *  Ksdf.
fn

Introduisons
911 =  — i—  f  N

t “  h J f dt,

valeur moyenne dans l ’intervalle (£0, t). 
On aura

n

i

d’où, en résolvant, par rapport aux

n

?■ —1
D.91
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ce qui montre que, lorsque t tend vers oo, 9Xh a une limite égale à

i
D

[v o i r  form. (9 ) ],

Npuisque log — reste borné.IN r
I f** . . jAinsi, les moyennes------ I Nr dt ont des limites pour qu’ont £(} J .

appellera moyennes asymptotiques des nombres d’individus des 
diverses espèces.

D'où ce résultat qui est l’extension annoncée de la seconde loi :

Les moyennes asymptotiques des nombres N, sont les nombres 
correspondant à Vétat stationnaire, et par conséquent, indépendantes 
des conditions initiales; la connaissance des er, (3r, asr les détermine.

9 . Etudions, enfin, Vinfluence de la destruction des espèces et 
tâchons d’étendre la troisième loi donnée pour deux espèces. On consi
dérait alors une espèce dévorante et une espèce dévorée. Nous allons, 
dans notre cas général, supposer qu’aucune espèce ne peut être à la fois 
dévorante et dévorée; de façon que les espèces forment deux groupes : 
celles qui dévorent seront les p  premières; celles qui sont dévorées 
seront les autres, de nos p - f i ,  . . ., n. On suppose que les rencontres 
d’individus n’ont aucun effet s’ils sont d’espèces d'un même groupe. De 
sorte que

a h k =  o, si h g p : k g p ;  

a u  ~  o, si i > p , j > p ,

et le déterminant fondamental D est de la forme

0  0

0

0 ... 0

. ... 0

n  1 , p - h -2 - • ■ ^  I , ri

0 0 a p , p + 1 /J,p4-2 - ■ • a p , n

a p - h  1,1 a p - h \ , p O 0 0

O 0 ... 0

a f t i \ a n , p 0 • * * ■ 0

Or, on voit très facilement que si p ^ £ -  , ce déterminant est nul.



Supposons d’abord un terme du déterminant aura parmi ses

facteurs p  éléments appartenant aux p  premières lignes, et comme 
p  n — />, ces p  éléments ne pourront appartenir tous aux n — p  
de rnières colonnes; donc, P un au moins est nul, et le terme considéré 
qui est quelconque dans le déterminant serait nul.

Si maintenant on considérera, dans tout terme du détermi

nant, les n — p facteurs qui sont éléments des n — p  dernières lignes, 
et Pon voit que Pun au moins appartient aux ?i — p  dernières colonnes, 
donc est nul, d'où la proposition annoncée.

Si p =  - 1 la théorie des déterminants permet de voir que
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* « i ,«

X

a  /> 4-1,1 «/>4-1

a P i P ~ t-1 • n p ^ n • * • n f l t p

et comme ces deux déterminants se déduisent Pun de l'autre par multi-
n

plication par (— i) “ , D est égal au carré de Pun ou l'autre; par suite, on 
peut considérer comme infiniment peu probable le cas où D czo .

Si nous voulons utiliser la théorie qui précède, il nous faudra donc

supposer p  — —. Dans cette hypothèse n =  considérons les équa-

tions de l'état stationnaire

j a l , p - h l  <Ip 4 1  “+ “ « 1  , p  4 2  9 V + 2  +  • • * « 1 , 2  p V' -P =
€ 1 p l i

t f p- h l  " + " ................................................... » • q * p  — E 2 P  2 ,

a p,p~h).  S r/ ? 4 - l  ■ + ■ ............................................................. ■ ' ° '  P A P S
ï II P / > J

( 1 2 )  /  < / l  -+ -  « , 0 4 - 1 , 2  Ç *  a p  -h l  , p  $ p  ----  £p + i p p - h l y

4-2,2 ?2 ■ • * +  «/>4-2,^ Ç p  — e/̂ 4-2 ,u/^+2j

« 2 / V  1 "+ ” a * p ,  2 a î p , p  Q p  =  Ê2 p  p2/7

\ ( n =  ‘>.p).

D ’après la classification en espèces dévorantes et dévorées, les coeffi
cients non nuis des ep sont négatifs dans les p  premières équations, 
positifs dans les autres.

Si donc il existe un état stationnaire, nécessairement £), . . ., ep sont 
négatifs et ê ,  , . , ., ea/) sont positifs.

Toutes ces hypothèses étant faites, il y a des fluctuations non amorties 
et des moyennes asymptotiques égales aux racines (p du système (12).
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Opérons une destruction, uniforme dans le temps et proportionnelle 
pour chaque espèce au nombre d’individus présents. Cela revient à faire 
diminuer les (ou seulement certains d’entre eux), les autres coeffi
cients étants constants.

Supposons l’intensité de la destruction assez faible pour que les 
racines qi de (12) restent positives, de telle sorte qu’on soit encore dans 
les conditions de la théorie qui précède.

S ’il y a destruction d’une espèce dévorante au moins, nécessairement 
l ’un des qi{i~i>p) augmente, et s’il y a destruction d’une espèce 
dévorée au moins, l ’un des q i( i^ p )  diminue.

D’où la conclusion (loi de la perturbation des moyennes asympto- 
tiques).

S 'i l  y a , en nombres ég a u x , des espèces seulement dévorantes ou 
seulement dévorées pour lesquelles un état stationaire est possible, 
une destruction uniforme et proportionnelle dans chaque espèce au  
nombre des individus (assez peu intense pour laisser la possibilité d’un 
état stationnaire, donc aussi de fluctuations non amorties) entraînera  
pour les moyennes asymptotiques une augmentation chez certaines 
espèces dèvoi'èesy une dim inution chez certaines espèces dévorantes,

La variation pour chaque groupe est due, d’ailleurs, uniquement à la 
destruction des espèces de l’autre groupe. 10

10. Revenant maintenant aux hypothèses du n °5 , étudions les petites 
fluctuations autour de l ’état stationnaire dont nous avons démontré la 
stabilité.

Les équations fondamentales

peuvent s’écrire en introduisant les nombres q-{ racines de
n

nr — N r
qr

En posant
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il vient enfin

0 3 ) 9pr
d n r

dt «sr q< ( — I > nr

Gomme dans la théorie des petits mouvements en mécanique, posons 
/!( =  ! +  Vi et négligeons les produits ViVj. 11 vient

0 4 ) o d*>r V

On est ainsi ramené à l ’intégration d’un système linéaire à coefficients 
constants.

Cherchons des solutions de la forme

( i5)
{ Pi =  A i  p2 — A s ex t , . .  . ,  v n =  A n e vt

{ ( A z-, x j constantes réelles ou non),

La substitution nous donne la condition nécessaire et suffisante

( 16 ) Ar %r x  — A.( ( '■ == I) ■ • -, «),

à laquelle doivent satisfaire x  et les A; non tous nuis pour que le 
système (t5) de fonctions non identiquement nulles constitue une 
solution.

Les A z ne devant pas être tous nuis, il est nécessaire, puisqu’ils satis
font nu système (16) homogène de n équations à n inconnues, que le 
déterminant de (16) soit nul :

(17)

-----  p !  X 1 « 3 1  ■ • * «  n 1 g  n

« 1 2  <7l —  \i j  X « 3 ï ? 3  •• f l  n 2

« 1  n ÿ l « 2  n « 3  ••
O

• —  p « a ;

=  o.

Lorsque x  est racine de cette équation, le système (16) en Ai a au 
moins une solution formée de nombres non tous nuis définis à un fac
teur près; il y correspond un système ( 1 5), solution du système diffé
rentiel (14). Laissons de côté le cas infiniment peu probable où l’équa
tion (17) aurait des racines multiples ( 1 ). Comme elle est de degré n ( a),

( 1 ) La condit ion  d ’existence  des ra c in e s  m u l t ip le s  se t rad ui t  en effet par  une re la t io n  
d ’éga li té  en tre  les a t.s, g v,

( 2) L e  te rm e  de degré  n est  fourn i  p ar  la d iagona le  pr in c ip a le  ^  ^ 1 " ;
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on pourra donc trouver n solutions (i 5),

/ %>x — A ! e-v ĵ .. ., vn =  Ai
(18) | ................... .................. ?

( t'i =  a  ̂ , vn =  à ;; e-r»;,

correspondant aux n racines de (17), les A, de chacune n’étant pas tous 
nuis.

Or, il est aisé de montrer que les Xi sont des nombres purement ima
ginaires.

Soient, en effet, a +  bi une racine de (17), Ar(r  =  1 ,2 ,  . . ., n) une 
solution non nulle correspondante de (16) ; pour la racine imaginaire 
conjuguée a — b i} les nombres A,, imaginaires conjugués des A r consti
tueront une solution correspondante non nulle de (16). Ainsi,

n
Ar{3,.(« -e bi) axrqs Ai?

A [ir (a — bi) =  'V ax qs A ;.
1

On déduit de ces égalités, respectivement,

(<2 —  bi  ) A r |3r  q r A r =  &.<r A^ q r  A  r ,

r  r  s

(a — * 0 ^  A;t3r^rAr =  2  ^  KÇr& n
r r s

d’où, par addition,

ArA;.,3r^ , .= 2  ^  («râ-4- a*r)qrqs A, A^= O
r  „ï

et
2 | Ar | - — o.

Les qr sont tous positifs et les A r non tous nuis. Donc, nécessaire
ment, a =  o. Ce qui prouve que toutes les racines de (17) sont purement 
imaginaires.

Gomme elles sont deux à deux conjuguées, elles sont deux à deux 
opposées. On les désignera par

ibu ib„,
2

j6i, ib*, ■ ■ - j
2

■ ’ )



Considérons alors deux solutions ( i 8) correspondant à deux racines 
opposées,

À !  e ibty A 2 e ibt, . . . .  A „  e iù*y 

A',  e ~ ibty A '2 . . . .  AJ ,

les coefficients de la seconde pouvant être pris égaux aux imaginaires 
conjuguées de la première. On déduit donc par addition la solution

À  ! e ibt -\ A' ,  e ~ ibt%
- * • * * * » ■ • * • + « ,

A n e ibt-h K i  e ~ ibt\

d'où, en utilisant la formule d’Euler,
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la solution
e l lJ— c o s #  i i s i n # .

( A i -h  A i  ) cos  A f  -h  i(  A i —  A i )  sin bt^

( A n +  A/, )  c o s bt  + i ( À B —  A ) , )  s i n b t ,

dont les coefficients des fonctions trigonométriques sont réels et non 
tous nuis.

En groupant les racines opposées de (17), on obtient donc ~  solu
tions de ( 14),

ire c t — L  ! cos  Ai l -r- M  ! s in  t, v n =  h}t cos  bi t -4- sin bY t,

V\ — L  j c o s  bn t M* sinè^/.

ou

—L;t c o s bn t sinèn2,

I re V i  —  C O S ^ i (  t — v j  ) , =  H-/J c o s  b i ( t  —  vjt ),

? ■ • •. ............................................. j

les p et v étant réels et les p d'un même indice supérieur non simulta
nément nuis ( 1 ).

Puisque dans l'équation ( i4 ) t 1 1e figure pas, en remplaçant dans une 
solution t par (t +  const. ), on obtient une solution dépendant d'une 
constante arbitraire.

{ l ) On sait  que

A  cos  #  -t- K s i n #  =  /̂à 2-+- B 7 c o s ( #  — a ) ou a ~  A r c  tang — • 
A
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Grâce à cette remarque et en combinant linéairement les ~ solutions

précédentes, on obtient finalement une solution dépendant de n cons
tantes,

C i... Cn et «j ... oifl.

(19)

! vi =  G ! fJi | cos b\ ( t ---;j — ai) -h G2ulj eos bz(t — Vf— a2) -h. . .

V  1 c o $ b n { / —  Vf —  a„

'n — Ci (Ai c o s  b i ( / —  v}t —  ai ) -r- C2 jAJ* cos  b * ( t —  v£ —  a, ) 4- .  . .

4- Cfllu;( c o s bn ( t — v;, — a„

De ce que tous les bi sont distincts, il résulte {voir les Cours d’Àna- 
lyse) que cette solution dépendant de n constantes arbitraires est la 
solution la plus générale.

De nr =  1 -h N, =  nrqr, on déduit la solution générale des petites 
fluctuations, et l ’ on conclut que les petites fluctuations peuvent être

considérées comme résultant de la superposition de y  fluctuations

sinusoïdales de périodes différentes X T* i  77
n

En négligeant le cas infiniment peu probable où ces périodes seraient 
commensurables entre elles, il n’y a donc pas de périodicité .

11. Nous venons de voir que si un état stationnaire est possible, il y a 
des fluctuations bornées non amorties que nous venons de préciser dans 
le cas où elles sont petites. Que peut-on dire sans cette hypothèse de 
possibilité d’état stalionnaire?

A p riori, il se peut qu’une ou plusieurs espèces disparaissent, ou 
bien deviennent infiniment nombreuses. Sinon, c’est-à-dire si, quand  
le temps s’écoule indéfinim ent, toutes les espèces subsistent avec des 
variations bornées, il y  a sûrement, s’il n ’y  a pas état stationnaire, 
des fluctuations non amorties, car le raisonnement du n° 7 prouve que 
les Ni ne sauraient alors avoir tous des limites dans les intervalles où 
ils varient ( ') ;  de plus, d’après le n° 8, les moyennes asymptotiques

( ' )  On voit  d ’abord que s’ il y  a des l im ites ,  el les sont rac ines  des é quat ions  ( 6 ) ;  
com m e les N* res tent  dans  des in te r v a l le s  (A (1 K J  p ar  hypothèse ,  il en sera it  de même



existent encore et sont égales aux racines rji des équations (6). Mais 
si o <  ki <  N; <  R (-,

k i < — —  f  N, (h <  K,
‘0

d'où, en passant à la limite,
« <  Avg K/.

D'où il résulte que Y étude qui vient d 'être fa ite  dans ce p a ra 
graphe I I f  avec l’hypothèse de la possibilité théorique d'un état sta
tionnaire, n'est autre que celle du cas le plus gén éral oà les espèces 
en nombre p a ir subsistent toutes avec des variations bornées [moyen
nant, bien entendu, le système (3)].
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12. Terminons par l’examen d'un cas p articu lier  qui ne rentre pas 
dans cette étude, et qu'on pourrait réaliser à peu près par voie artifi
cielle de destruction ou d'apport d'individus; celui oà tous les e sont 
nuis , c’est-à-dire où chaque espèce, seule, serait stationnaire. Son 
étude va nous montrer l'influence des rencontres.

On a déjà dit (voir n° 3 ) que

(20) p,.Nr =  const. P ) .

donc, que le nombre total des individus restait compris entre deux 
limites positives. Eu supposant toujours, naturellement, le déterminant 
fondamental différent de zéro, on déduit de

1
[ v o i r  é q u .  (4  ) ] T

■en résolvant par rapport aux Nj,

d .n , = 2 a „ ? , ^

des rac ines q i et Ton est ra m e n é  au cas de l ’é lu d e  qui précède,  de sorte que Ja fin du 
n° 7 s ’app l iq u e .

D ’a i l l e u r s  on p eu t  se d ispenser  de v o i r  tout de su ite  q u ’ il y  a des f luctuat ions  non 
a m ort ies ; ca r  ce qui su it  é tab l i t  in d é p e n d a m m e n t  de cela que l ’on se t rou ve  dans  le 
c a s  de l ’é tude  q u ’on vient  de faire.

( l ) R e m a r q u o n s  que la n u l l i té  des e (. e n tra îne  cel le  de toutes les racines q t des é q u a 
tions  ( 6 )  et  q u 'a lo rs  cet te  in té g r a le  p r e m i è r e  ( 2 0)  n’est  a u t r e  que ( 10 )  dans  le cas 
p a r t i c u l i e r ,  ^ = 0 ( 1  =  1,  2, . . . ,  n).
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(Tou, en transportant dans l'intégrale première (20),

V  « V  a fl 'OogN,. l à  dt = G >  0

ou

r

=  C:

d’où, en intégrant,

(ai) N, '  ...N „ * = ( ecl,

ce qui établit qu’ il est impossible que toutes les espèces subsistent avec 
des variations bornées ( 1 ).

On conclut que chaque espèce sera bornée supérieurement (comme 
le nombre total d’individus) mais qu’elles ne peuvent toutes être bornées 
inférieurement par un nombre p o sitif.

IV. — CAS D’UN NOMBRE IMPAIR D’ESPÈCES QUI S’ENTRE-DÉVORENT.

13. Le déterminant fondamental

O 1̂2 ... (X1

&n\ ............ O

symétrique gauche d’ordre impair est nul.
Si ses mineurs étaient tous nuis, ceux des éléments de la diagonale 

principale, en particulier, le seraient, et comme ce sont des déter
minants symétriques gauches d’ordre pair, donc carrés de polynômes 
en ciijj la nullité de tous les mineurs entraînerait des relations d'égalité 
entre les a-,jt On négligera ce cas infiniment peu probable.

Considérons alors dans le déterminant adjoint (qui est symétrique) 
une colonne d'éléments non tous nuis, ou des nombres proportionnels 
R i , . . ., R„ ( 2). Alors

n
O, i 1. R r == O.

1
quel que soit i.

C’est vrai si i n’est pas le numéro de la colonne dont les éléments

( O  S in on ,  le p r e m ie r  m em bre  de celte  re lation,  qui sera it  tou jou rs  va lab le ,  res tera i t  
com pris  entre  deux  l imites posit ives ,  tandis  que le second tend vers  4 - « .

( 2) On sait  d ’ a i l le u rs  que si un d é te r m in an t  A est nul,  dans le d é term in an t  a d jo in t  À',
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sont les R, d’après une propriété fondamentale du déterminant adjoint. 
C ’est encore vrai, dans le cas contraire, puisque le 2  est alors, à un 
facteur près, le développement du déterminant fondamental qui est nul. 

Alors, partons des équations

p/ 1osN,.

dt

multiplions les deux membres respectivement par K, et ajoutons membre 
à membre. Il vient

2 > p , d  l o g N , .  

d t
= 2

puisque
2 r 2 ,  v - '2 .,. [ n ,( 2  l!, J  ] =  O,

d’où, en intégrant,

(22) N =  G

En négligeant le cas infiniment peu probable où 2 ,.£r(3rR,. =  o ( ] ), on 
voit que le second membre, ou bien tend vers o, ou bien tend vers -f-oo 
quand t croît indéfiniment. I l  est donc impossible que toutes les espèces 
subsistent avec des variations bornées, sinon les nombres Nt- satis
feraient toujours dès l’ instant initial à la relation précédente, et le pre
mier membre devrait rester compris entre deux nombres positifs alors 
qu’il n’en est pas de même pour le second membre. Nous parlerons inci
demment plus loin, à  propos d’ un autre problème, de la question du 
passage à la parité  par épuisement d’une espèce (Chap. Ill, fin du n° 17).

14. A côté de ces résultats généraux, étudions le cas p articu lier où 
tous les s sont nuis, réalisable à peu près par destruction et apport 
d’individus (de façon uniforme et proportionnelle dans chaque espèce 
au nombre d’individus présents) et dans lequel les conclusions seront 
tout différentes. * (*)

si tous les é lém ents  ne sont pas  nuis,  les l ignes  sont p ro po rt ion n e l le s ,  et aussi  les 
co lonnes .  De plus si A est s y m é t r i q u e  gauche d ’o rdre  im p a ir ,  les carrés  des é lé m e n ts  
d ’ une l igne  ou d ’ une co lonne  de Ar sont p ro p o rt ion n e ls  a u x  é lém ents  de la d iagonale  
de A. C e u x - c i ,  dé term in an ts  s y m é tr iq u e s  gau ches  d ’o rdre  p a ir ,  sont des carrés  de p o ly 
nôm es  P; en des é lém e n ts  de A; on p ou rra  donc c h o i s i r  c o m m e  R,: ces n o m b re s  P ; p r is  
avec  des signes  convenables  (voir  n° 17).

(*) R e m a r q u e r  que cette égalité  est la con dit ion  p o u r  que les é q u a t io n s  de l ’ état s ta 
t i o n n a i r e  a ient  des rac ines  (voir  r r  18).
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À côté de l'intégrale première

^  prNr =  const.,

nous écrivons celle qui se déduit de (22) en faisant tous les ê nuis : 

( 23 ) >iÇlR‘ . . .  n Ç“ *"  =  c o n s t .  C ,

S i  tous les R i sont de même signe , toutes les espèces auront des 
variations bornées, car, si L est une limite supérieure des N/, on déduit 
de l’équation (23), si par exemple tous les R ( sont >  o,

nM./ N G
- L-M* (*).

Ainsi, l’hypothèse sur les R/ entraîne que toutes les espèces aient des 
variations bornées. Elle entraîne aussi la possibilité d’un état station
naire, puisque les équations de cet état,

forment un système admettant comme racines des nombres propor
tionnels aux R,; (2), donc, en particulier, tous positifs.

Pour savoir s’il y a des fluctuations non amorties dans notre hypo-
rfN-thèse, supposons que les N; aient des limites Comme au n° 7 , les 

tendraient vers zéro et les satisferaient à

n

et en meme temps à

Tirant des premières équations lr — X.R,. et portant dans la suivante.

( ] ) Ces inégalités perm e tte n t  d 'é tab l i r  l ’ex is tence  de so lut ions  cont inues  pour  t > ■ 
com prises  entre  d e u x  n om bre s  positi fs ,  re la t iv es  a u x  équat ions  fondamentales  et a u x  
valeurs in it ia les  posit ives ,

{ - )  Voir la Note m a th é m a t iq u e ,  fin du chapit re ,  n° 18.
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il vient

2  ^ N "

x -  r d ’o ù  / v - R ,  r

2  m -
r r

En transportant dans la dernière relation, il vient

Ri |Mi. . .  I R„ | ( N Î ) P i » . . . .  (N®

En négligeant le cas infiniment peu probable où les conditions ini
tiales satisferaient à cette relation, on peut donc conclure que les N, ne 
sauraient tous avoir de limites, donc q u 'il y  a des fluctuations non 
amorties pour Fune au moins des espèces.

En ce qui concerne les moyennes, intégrons de t() à t les équations 
fond amentales

0 4 )

et adjoignons

i Nrlogïvo r
I

t — f o N ,  d i

(25)
Cft

En prenant n — i des premières équations et celle-ci, on a un système 
de n équations en les quantités

t N ,  du

dont le déterminant est, au signe près, égal ( 1 ) à

pr R r ^> o.

En résolvant ce système par la règle de Cramer, on obtient, pour les 
moyennes

—  ï  Nj dt,
f 0> J ft A

( 1 ) Ce d é t e r m in a n t  se déduit  du d é t e r m in a n t  fondam ental  en y re m pla ça n t  une  l i g n e  
p a r  1 es I l  n’y a plus q u ’ à d éve lopper  su ivan t  les é lém ents  de cette nouvel le  l igne.
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des expressions dont le dénominateur est le déterminant précédent, et 
dont le numérateur est linéaire à coefficients constants par rapport aux

qui tendent vers zéro quand t tend vers oo, d’où l ’existence de limites 
par ces moyennes. 11 y a donc des moyennes asymptotiques

— lim

qui satisfont, d’après (24)-(25), à

d’où (voir plus haut)

(1rs s —■ U,

Pr NJ!

Ces moyennes asymptotiques correspondent donc à un état station
naire possible; elles dépendent des conditions initiales, mais sont pro
portionnelles à des nombres qui n’en dépendent pas.

S i  Von ne fa it  pas ci1 hypothèse sur les R;, si toutes les espèces 
subsistent, alors, comme nous savons qu’elles sont bornées, le raison
nement qui précède établit l’existence de moyennes asymptotiques; ces 
moyennes, appartenant à l’intervalle de variation des sont des 
nombres positifs; donc,

R,
-------- 2----- > o ;

2  M r
r

tous les R r sont donc du signe de

^  °*
T’

Le cas qui vient d 'être traité est donc le cas le plus général où il 
y  a des variations bornées par toutes les espèces (n im pair , e; nuis).
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Illustrons cette étude par un exemple : celui de trois espèces, la pre
mière dévorant la seconde, celle-ci la troisième, et la troisième la pre
mière, les £,■ étant nuis tous les trois. Alors

(X O j Cl % J O, CZ i 3 O ■

Le déterminant fondamental est

o ct\ 2 a  | 3 

a 1\ °  <2*3

&ZI &32 °
et l ’on pourra prendre

R j =  <23 - j ,  R 2 — <X\Zi R 3 =  (7-21*

Les états stationnaires possibles correspondent à des nombres d’indi
vidus proportionnels à ces valeurs comme les moyennes asymptotiques. 

Quant aux intégrales premières,

‘à 6 ) P lN x —K [3 ̂  IN j -4- 3 N 3 =  co n s t .,

( 27 ) const..

elles permettent une représentation géométrique des variations des 
espèces. Le point (]N|,N2îN3) dans l’espace (NMN2,N 8) décrit, en 
effet, la courbe d’intersection de la surface (27) par le plan (26). Et il

7 , 1  ■ 1 i cfS  j 3 zf N 3 ■se déplacé toujours dans le meme sens, car —— * —̂  ne sauraient

s’annuler ensemble ; sinon, N ,, N2î N3 auraient toujours été constantes (') 
et l’on ne serait pas dans le cas général des fluctuations non amorties.

15. Terminons par l’étude d’un cas très remarquable : celui de trois 
espèces dont la prem ière se nourrit de la seconde, et celle-ci de la 
troisième, qu i, seule dans le m ilieu , se m ultiplierait indéfiniment ; 
ceci se traduit par
t ( £i < o ,  £5 <  O. e3 >  o ;
(«8) .

( <73 i > o , a :i2 > o ,  a., 3 = o .

C’est le cas où, dans une île, une espèce carnivore vivrait d’une

(* )  L e  systèm e di fférentie l  fon d am en ta l  a d m e t ' u n e  so lu t ion  u n iq u e  au v o is in a g e  
d ’un in stant  et p o u r  des v a le u r s  des N. à cet  in s t a n t ;  si ces v a le u rs  an n u le n t  les 
seconds m e m b r e s ,  ce se ron t  des constantes  fo rm a n t  une so lu t ion ,  f a  so lu t ion .  Ü ne peut 
donc a r r i v e r  q u e  les d ér ivées  de fonctions  in tégra le s  s ’an n u le n t  s im u l t a n é m e n t  sans  
a v o i r  to u jo u rs  été n u l le s ;  s inon,  en con s id é ra n t  le m o m e n t  où elles s’an nu len t  e n se m b le  
pour  la p re m iè re  fois,  on o b t ie n d r a i t  une  co n tra d ic t io n  dans l ’é tude  du vo is inage .
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espèce herbivore, la troisième espèce, végétale, étant supposée satisfaire 
aux diverses conditions que nous avons considérées, dans tout ce qui 
précède, comme remplies par les espèces animales seules considérées 
jusqu’ici. Ce serait encore le cas de plantes, de parasites et de parasites 
de ces parasites, d’où l ’intérêt en agriculture.

Le système différentiel est alors, en posant, pour mettre les signes en 
évidence,

64

( 2 9 )

E[  — -----  Ct] , £ ■> —  « 2 , £3  —  * 3 ; «21 — a , «32=  b.
, / v

— (—■ ai -t- aNj)N|,

h - j f  =  (— « N1h- 6 N3)N 2;

//N
= ( a 3 ps- 6 Ns)N3,

d’intégrale première,

Pi b l o g ( N j )  h-  p3 a  l o g ( N 3 ) =  (—  -h  a 3 p3 a ) £  -h  c o n s t .
ou
( 3o )  N ® , 6 N 13 , i 1 =  G e!a A a- * i P i M .

Dans ce cas particulier, on peut établir ( 1 ) que le système ( 29) admet

( 1 ) S ' i l  e x is te  clans ( é#} T j une s o la t io n  de trois  fonct ions  con t in u e s  p os it ives  c o r r e s 

pon d an t  a u x  v a le u r s  in it ia les  N " ,  INS, N ® ,  on aura

< o t» d’OÙ loe | s  « h ( T - t . ) t N3 <  N§ e*ilT—<») =  L,

, ... . tf lo
pins ,  grâce a 1 e quat ion  en —j j

rf.j ogN a <  b e3(| T_ ,clj d,où NJ < N § e ( p .N” ea,<T ’‘O 1
d t = U

« t  de m êm e une  l im i t e  su p é r i e u r e  pou r  N,.
On t r o u v e r a i t  ensuite  fac i le m en t  des l im ites  in fér ieures  posit ives  : par  e xe m ple

la tro is ième équat ion donne
1 dN , Œ3 £3 +

dt P,
d ’où

1 N3 >  -
a 3 H-  b L ,il 0 g NS

P»
puis

N 3
N !

>  e
( -+- b Lj)

fis

( f  — fa),

P a r  in té g r a t ion  d an s  de pet its  in terva l le s  de proche en proche ,  on p o u r r a  ( c o m m e  
C h ap i t r e  I ,  p. 10,  note) t r o u v e r  e ffect ivement  dans (£0, T )  les trois  fonct ions  fo rm ant  
la so lu t ion .
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pour les valeurs positives NJ, NJ, NJ correspondant à l’instant initial tQ 
une solution formée de trois fonctions continues positives dans l’in
tervalle (*0, + 0 0 ). Et il est aisé de voir que les fonctions Na et N3 ne 
sauraient rester à partir d’un certain moment inférieures respectivement

à des nombres plus peLits, d’une part, (N2), que et et, d’autre 

part, (N3), que ; sinon, en ce qui concerne N2, à partir de ce

moment, N< décroîtrait et tendrait vers zéro, tandis que N3 croîtrait 

indéfiniment; au bout d’un certain temps, resterait supérieur à

un nombre positif, de sorte que N3 tendrait vers -h 00, d’où contra
diction; on raisonnerait de façon analogue relativement à N3 (*).

11 est donc impossible en p articu lier  que l’une de ces fonctions Na, 
N3 ou les deux, tendent vers zéro quand oo, c’est-à-dire que Vune
au moins de ces deux espèces s}épuise.

Pour aller plus loin, supposons d 'abord

«3 -- «1 Pl b >  O.

Alors, les fonctions intégrales N,, N3 satisfont à

N?l6N?3fI-->■ 00.

de sorte qu’elles ne sauraient rester bornées toutes les deux à la fois; de 
plus, N® ne peut rester borné, sinon Ni devrait tendre vers + 0 0 , et, 
d’après la seconde équation (29), Na tendrait vers zéro, de sorte que, 
d’après la troisième équation, Nj finirait par croître indéfiniment. D’où 
la contradiction.

La fonction N3 devant ainsi prendre des valeurs non bornées, les 
équations ne pourront plus correspondre à la réalité biologique de 
l’existence d’espèces dans un domaine fini. Il y a lieu de changer la mise 
en équation, ce que nous examinerons au chapitre suivant.

Supposons maintenant

— 2, Pi b <  O.

Alors N '^N f^ tend vers zéro et, comme Ns ne tend pas vers zéro,

( ' )  On peut  a jo u ter  que N 2 ne saura i t  res ter  su p é r ie u re  à un nombre plus g rand

que a3 Ps Sin on  en effet d ’après  la tr o is ièm e é quat ion  N 3 d e v r a i t  tendre yers  zéro et

d 'après ia seconde équat ion N.2 d e v r a i t  t e n d re  vers  zéro.



66 CHAPITRE II.

N, aura pour t — -f- ce une plus petite limite ( ')  égale à zéro, c’est- 
à-dire que pour certaines suites d’instants tendant vers - h  oc,  ] \ 4 tendra 
vers zéro (2).

Un cas particulier intéressant est celui où l'espèce (1) s’épuise, la 
fonction N, tendant vers zéro, tandis que les autres N2> N2 restent voi

sines des valeurs moyennes b qu’elles auraient si elles étaient

seules. On peut donner dans ce cas des formules précises représentant 
le phénomène. Posons

N ,=  -t- V; ), N ,=
a. y. ( I Vj),

et négligeant dans les équations différentielles entre N,, v3, v3, les

f 1 ) On entend par  p lu s petite  lim ite  ^ ou plus g ra n d e  lim ite  A p o u r  x  — -t- oc, d ’ une 
fonct ion f { x )  d e u x  nombres  definis de ia façon su ivante  :

So ient  M.i-0 et m.v0 les bornes  su pér ieu re  et in fér ieure  de / ( x )  pou r  x  ^  x 0; q u and  æ0 
croît  M.t-0 ne peut pas c ro ît re  et m ,r0 ne peut pas décro ît re .  Les  nombres  ont donc  p ou r  
x 0~>~h oo des l im ite s  A et X. E l les  jo u is se n t  de la propr iété  que si pou r  une su ite  x n—H »  , 
f { x n) a une l im ite ,  elle est au plus égale à A, au moins égale à  a ; A e l  X  peuvent  d ’a i l leurs  
être atte intes par ce procédé.  Ceci  ju s t i f ie  la dénominat ion de A et X.

Dans le texte  nous d isons  que la p lu s  petite l imite  de N, est o. S in o n  elle se ra it  > o  
et alorSj  à p ar t i r  d ’ un certa in  m om e n t  N t serait  su pé r ieu re  à un n om bre  pos i t i f  f ix e ;

3 ft 3 acomme N^1 N J 3 * tend vers  zéro N3 devrait  donc tendre v e r s  zéro,  ce qui fou rn it  la con
trad ic t ion  ch erchée .

a. 3 .( 5) On peut a jo u te r  dans  cet te  hypothèse  — ^  ~ ll" ‘
a

qu elqu es  re nse ignem en ts  sur

les fonct ions  N 2 et N 3.
On voit  déjà que N2 ne  peut  ni re s te r  in fér ieure  ( p o u r  f assez g ran d )  à un n o m b re  p lus

Æc S ql Çi
petit  que  ■ ■■ > ni de m êm e rester  su p é r ie u re  a un n o m b re  plus grand que ■ 3̂ ‘ 3 ■

On sa it  aussi  que  ,\3 ne peut res ter  à p a r t i r  d ’ un certa in  m oment  in fér ieure  à un nombre
oc 3

plus pet it  que  - • A jou ton s  q u ’e l le  ne saura i t  se m a in te n i r  su p é r ie u re  à un n om bre  plus

grand que —~ ■ Sinon comme tend vers zéro,  N t te n d r a i t  vers  zéro.  A lors

N., d evra i t  tendre vers  x  (2* éq u at ion )  et N 3 vers zéro ( 3* é q u a t io n ) .
a 3

On peut vo ir  m a in t e n a n t  que N 2 ne peut tendre v e rs  31 3 par  v a le u r s  au p lu s  éga les

à cette l im ite .  S inon N 3 f in irai t  p a r  être non décro issante  et au ra it  donc une l im i te  qui
a 3

sera it  nécessa irem ent  — ? mais  a lors N., f in irai t  p a r  être  décro issante ,  ce qui est incom-
b

pat ib lc  avec l ’hypothèse  in it ia le .
a 3

Un ra ison nem ent  analogue m o n tr e r a i t  que N3 ne peut  tendre  vers  — par  valeurs au 

plus égales .
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doubles produits de ces quan tités petites. Il vient

 ̂1
^  d t

(3i ) 3, r/v-
3 d t

(  o , a  h  \  TV=  ( — ---- U

— a, p,v3-— aN1;

□ ^  3 __  p

De la première équation, on tire

/«“.P» \ ,( ~T~Q ) ( L ~ ̂N., =  N f e ' AP‘ >

Les deux autres deviennent

(3a)

d̂ .y
d t

d'/ 3

Ta

b (3 j a’ ) U
\ U .

3t.■> V2 '3

h a3v2 =  o.

La solution générale du système des équations sans second membre 
est [voir équation (io), Chap. I]

à ^ ;  Sin̂ /̂sĉ sc3/ —H B^}

À \J3t3 COS ( ^ /c U  «3 £ -h b ),

d’où, en ajoutant la solution particulière,

aKN9
fi; ( lV~ —(— OC2 3t3 )

>R(£ — tn) « a 3 N 9
[j2( K2+  a2a3)

J___[*-/„

K= ^ - 4

qu’on obtient en cherchant une solution de la forme

L  M  e K ; / - V i ?

la solution générale de (3a),

v 2 =  A  ^/a2 s i n ( v / a 2 a 3 < +  B )  +  

V3 =  À  \/ 3£;j CO S ( y / « î  3tg t — B  ) -----

« K N ?

Pi ( K 2 -h  a 2 3(3 )

aa3N{
P2 (K2-f- ot2 a3)

gK(/— f„|

A et B se détermineraient avec les valeurs initiales deva, v'y ; on obtient 
finalement Na, N3.
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L'examen du cas général nous conduit à introduire une définition 
nouvelle; jusqu'à présent nous avons dit que lorsque la fonction N cor
respondant à une espèce tend vers zéro quand t — -[- ao, l’espèce s'épuise; 
nous dirons que, lorsque la fonction  JN )> o peut sans tendre vers zéro 
prendre des valeurs arbitrairem ent petites quand  +  oo (c’est- 
à-dire lorsque sa plus petite limite pour t= ~ {-cc  est nulle), l'espèce 
« s'épuise d 'une façon non régulière  » par opposition à l’autre cas où 
l’on pourrait dire qu’elle s’épuise de façon régulière. A cette conven
tion de langage mathématique correspond un postulat biologique, 
celui de la disparition réelle de l’espèce dans tous les cas où la fonction 
correspondante, intégrale des équations différentielles correspondantes, 
a une plus petite limite nulle quand / —> +  00.

Nous pourrons donc dire que, dans notre problème des trois espèces,

si lab a prem ière espèce s épuise de jaçon régulière ou non.

NOTE MATHÉMATIQUE.
SUR LES DÉTERMINANTS ET LES SYSTEMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES.

16. Indiquons b r ièvem ent  sur ces questions ce q u ’il faut en savoir pour com 
prendre l ’usage q u ’on en fait dans ce chapitre.

Pour  définir un d é t e r m i n a n t , on considère un tableau de n-  nombres disposés 
suivant n  lignes et n  colonnes, qu’on notera par commodité pour rappeler  leurs 
places, avec deux indices; par  exemple,

a  n #12 # 1/1
«21 # 2/i

Uni #//2 * • • # n n

Prenons un nombre et un seul dans chaque ligne et chaque colonne et faisons 
le produit  où a 1 a2 . . . a „  est une perm uta t ion  des n  premiers
nombres entiers (c ’est-à-dire l’ensemble des n premiers entiers rangés d’une cer
taine façon).

On dit  que dans une telle perm uta t ion ,  deux éléments présentent une inversion 
si le plus grand est placé avant l ’autre.

Si I est le nombre des inversions de la permuta t ion  al . . .  an, on considérera 
( — i/dt-ia, . . * #n«» qu’on appellera t e r m e  du déterminant du tableau. On fera la 
somme de tous les termes possibles correspondant à toutes les permutations 
a i , . . a n des n premiers entiers,  et on l ’appellera valeur D du déterminant .  On
écrira

n =
#l/i

U un
( n — ordre  du déterminant).
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Exem ple
a  b 
c d

— a d  — bc.

69

On dém ontre  que la perm uta t ion  des lignes et colonnes de même rang ne change 
pas l’ensemble des termes,  que la perm uta t ion  de deux lignes ou deux colonnes 
remplace l’ensemble des termes par  J’ensembie des termes opposés ; de sorte  que 
si deux lignes ou deux colonnes sont identiques les termes doivent être deux à 
deux opposés et le dé te rm inan t  nul.

On appelle m i n e u r  d’un dé te rm inan t  relatif  à un élément a pq le dé te rm inan t  hpq 
obtenu en suppr im ant  dans le tab leau  la ligne et la colonne de a pq.

Considérons le développement d ’un dé te rm inan t  et groupons les termes conte
nant  un é lément a pq déterminé ; le coefficient A pq de a pq dans leur  somme Apqu.pq 
s 'appelle le co e f f ic ien t  de l 'é lément a pq. On dém ontre  que

^p 7—

En particulier  les coefficients des éléments de la « diagonale principale » a Ul 
« 52, . et-un sont égaux aux mineurs correspondants.

Remarquons m aintenant  q u ’un terme ne pouvant contenir  deux éléments d ’une 
ligne ou d ’une colonne déterminée, on peu t  grouper  sans ambiguïté les termes 
contenant chaque élément d 'une ligne, ou d ’une colonne et l ’on voit aussi que le 
dé te rm inan t  est égal à

/ O — A p  1 a  p  i H- A p  2 a  p  2 -h * -. -f- A p  fi a  p  n

( 3ô) { ou
 ̂ 19 — A \ q a\ q -f- A 2y ci2q —r~ . • . H— A nq a nq,

selon qu’on déve loppe  suivant les éléments de la p u’me ligne ou de la ^ tem* colonne.

C’est cette  proprié té  q u ’on utilise p ra t iquem ent  pour calculer un déterm inant ,  
car on se ramène à trouver la valeur de certains coefficients, c’est-à-dire de ce r 
tains mineurs qui sont des déterm inants  d ’ordre inférieur d ’une unité. De proche 
en proche on se ramène à calculer des déterm inants  d ’ordre 2 , ce qui est ' immédiat .

Exemple :

a b c
lé c a- c' a b '

a! b f c =  a
bu c"

— b
a ” c”

+  c
a" b”

a " b" c"
=  a { b ' c ’—  c b " )  —  h (a !c  — c'a!1) c { a b " —  a"b").

Une conséquence intéressante de celte  proprié té  de développement,  c’est que si 
l’on mult iplie les éléments d ’une rangée (l igne ou colonne) par un même nombre, 
tous les termes et le dé term inant  sont mult ipliés par ce n om bre ;  il suffit pour  le 
voir de développer suivant les éléments de la rangée.

Comme le coefficient d’un élément est indépendant  de sa ligne et de sa colonne,
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on voit  que si pour la p hm* ligne

apq =  aW rm
«11

dpi
d }1 1

«11 . « l  n « I l • • • « i / i

— a(D . . add - h pd> . . . £(»)

« n i * d  n n a  n ! . . .  d n n

J1 suffit de développer suivant la p 'emt ligne. Analogue pour une colonne et exten
sion facile.

On appelle d é t e r m i n a n t  a d j o i n t  d ’un déterm inan t  donné D, celui qu’on forme 
avec les coefficients des éléments de D, c’est-à-dire

D' =
11 A  i  n

A„ n n

Si l 'on prend dans D et D' deux rangées de même numéro et qu’on fasse la somme 
des produits  d’éléments correspondants  on trouve

ou
dpi  ? . • ■ ~f- ^ p n d p fl ( l ignes)

A ]<7 d\q -4—..  ■ —t— A nq duq ( colonnes ),
c'est-à-dire D.

Avec deux rangées de numéros différents, il vient :

ou
A^i a ri H-. . .  -I- Apn a rn ( lignes p  et r)  

A j7 s - h . . . -H \ , iq  d ns (colonnes q et s ).

Or ce sont les développements suivant les éléments de la ligne ou la q H'me 
colonne du déterm inant  obtenu en remplaçant,  dans D, cette rangée par  une autre  
parallèle (d e  numéro r  ou s) du même déterminant .  De sorte que

(34)
 ̂ A ^ i  « r i  —i—. . * -J— A  p  f i  d r n  — o ( p  ^  / ) ,

)  A  i q d\s  —H ■ • ■ “r" A n y  d — O ( q  ÿé: S 'ÿ.

On dém ontre  que si D est d ’ordre n. l’adjoint D' =  D" ~ 1 ; et, facilement, par  la 
théorie des équations linéaires, que si tous les éléments de D' ne sont pas nuis, 
deux rangées parallèles en sont proportionnelles lorsque D =  o ( v o i r  n" 18, fin).

17. On d it  qu’un déterm inan t  est s y m é t r iq u e  si a pq =  a y/7, c’est-à-dire si deux 
éléments quelconques symétr iques par rapport  à la diagonale principale sont égaux.

Il est dit  s y m é t r i q u e  g a u c h e  si a pq = — a (//}; les éléments de la diagonale 
principale sont alors nuis.

On voit  aisément qu’un d é t e r m in a n t  s y m é t r iq u e  g a u c h e  d ’ordre  i m p a i r  est 
n u l , ses termes étant deux à deux opposés. Car en pe rm u tan t  lignes et colonnes 
de même rang, on obtient  un déterm inant  qui se déduit  de l’au tre  en mult ipliant 
tous les termes par  (— i), donc tous les  termes sont les produits pa r  (— r)", c’est-



à-dire  — 1 , des anciens termes ; comme d 'au tre  pa r t  cette permuta t ion  ne doit  pas 
changer  l’ensemble des termes, on conclut immédiatement.

Dans un tel dé te rm inan t  les mineurs de deux éléments symétr iques se déduisent 
l 'un de l’au tre  en p e rm u tan t  lignes et colonnes et changeant  les signes des élé
ments; comme il y a un nombre pair  de lignes, ces mineurs sont égaux* D'où

Le dé te rm inan t  étant nul,  les lignes de l 'adjoint  D' sont proportionnelles.  Donc
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^pp _  A-g 7 ^
&qp Xqq

d  OÙ K - p q K q p  —  ( h . p q f —  & p p Â . q q .

On en dédui t  :

et

( Aflj Y =  (A,,)*
A. 11 A 2 o

( A\ g )   ( A2q P ^  __ ( Afty j2
A 11 A <21  A n n

Les éléments des lignes et des colonnes de D' sont proportionnels à des mêmes 
nombres de carrés A n ,  A „ re.

Passons aux d é t e r m i n a n t s  s y m é t r i q u e s  g a u c h e s  d 'o r d r e  p a i r ;  cc sont des 
carrés  p a r f a i t s  de polynômes p a r  r a p p o r t  à leurs éléments.  Considérons en effet 
un tel dé te rm inan t  d ’ordre n  +  i,

0 X i x 2 x n

—  x ± « 1 1 a \ i  *. . « 1  n

D  = — * x 2 a  2 ! a 2 n

X  Tl « m * * * * , , « n n

dans lequel le mineur A du premier  élément o est symétrique gauche d ’ordre 
impair  n.

Développons suivant les éléments de la première ligne; les coefficients sont 
égaux aux déterminants  déduits de A en rem plaçan t  la colonne correspondante de 
même rang i pa r

(—iy ^ ,

(— 1 )*'#„,

on développera ces déterminants  suivant ces colonnes et l’on trouvera aisément

2 * p q X p  X q .

p - \  qz ^\

Admettons que le théorème soit vrai pour n  — 1 ; de sorte que A n ,  K nn 
seront des carrés de polynômes en a i j \  mult iplions ces polynômes par des fac
teurs de sorte qu 'on obtienne des polynômes a l t __ , proportionnels  aux
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coefficients des éléments d'une ligne ou colonne de A. Il est alors immédia t  que

72

(  3Cj - h  . . - H  7.n X n )~ — ^  h . p q X p  X q  —  D ,

P <ï

car
(  %p ) 2 —

Q-p — Apq.

Cette dernière égalité est vraie en module puisque

A pp A tjq — ( A p t{ )2

et d 'au tre  par t  la proport ionnali té

___ 'Xq 
^  P P  ^ P< 7

montre  que le signe de y-pOiq, s’il n ’est pas nul, est celui de AppApq,  c’est-à-dire 
de Apq.

Si le théorème est vrai pour n — i, il l ’est donc pour n H- 1 et comme il l’est 
évidemment pour un déterminant  du second ordre, il l’est pour un dé term inan t  
d 'ordre pair quelconque.

18. Les déterminants  ont leur principale application dans la théorie des sys
tèmes d’équations linéaires, bien classique et dont  nous allons rappeler  les résul
tats principaux.

Considérons un système de p  équations à n inconnues :

ct \ 1 x  i —h rz 10 x  2 — . . . H~ ci \ fi x  n — b \ ,

'p \ £ C t*2 -h . . . -~ If-pu Xi n — b n

s inconnues

a \ 1 Cl 1 2 Cl 1 n}

Up\ a p.> C t p n ,

dont on supposera que tous les éléments ne sont pas n u i s .
En prenant  un même nom bre  de lignes et colonnes et les éléments qui sont aux 

intersections, on forme ainsi des déterminants  et il y en a de non nuis (au  moins 
un d ’ordre 1 ). L’ordre le plus grand des ordres de ces derniers déterminants  est 
appelé r a n g  du système. Il peut y avoir plusieurs de ces déterminants  non nuis 
d ’ordre égal à ce rang. On en choisit un quelconque qu’on appellera d é t e r m i 
n a n t  p r i n c i p a l , les é q u a t io n s  fournissant ses lignes sont dites p r in c ip a le s  ; et les 
inconnues correspondant à ses colonnes, inconnues  p r in c ip a le s .

Cela posé: i° R a n g =  p  < n, c’est-à-dire toutes les équations sont principales.
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Si toutes les inconnues sont principales ( n  =  /?), c’est-à-dire pour un système

avec

« I l  X  t “ b  * • * "i-  «  1 n  X  n  —  ^  1 ?

« n i  ^ 1  +  . . . - h  CCn n X n  —  b n i

«ni

Cl \ jj

^  O
« n  n

(Cas de Cramer),

il y a une solution unique, qu’on obtient d ’ailleurs en multipliant respectivement 
par A.]*, À*,-, k ni et ajoutant, ce qui donne, grâce à (3 3 )e t (3 4 ) ,

DXj — À1/b \ -b.. .H- Aflibn.

Si toutes les inconnues ne sont pas principales, c’est-à-dire pour un système

avec

« I l  “ b  * * * ~ b  « J p  X  p  —b  Ct\p-\-i X  p  -4-1 —( -  . . . —b  Ci\ ji X  n —  b \ ,

Ctp \ X \  —b  .  .  .  “ b  &  p p  &  p  ~ f-  &  p  p - f - 1  X  p - ^ \ —b  . . .  , Cl p  ,i X  —  b p

« I l

«/?!

« 1  p

aPP

o,

en supposant rangées au début les inconnues principales, il y a une infinité de 
solutions. La solution générale s’obtient en laissant arbitraires les inconnues non 
principales et résolvant par rapport aux autres.

a° Rang r < i p \  toutes les équations ne sont pas principales.
Rangeons au début inconnues et équations principales; dans le système

« ■11 b- . . . a Vr x r +  =  b i .

Clr \ X  \ - b  . . . - b  Ct j r  X r  —b  . . . --b Clr n  X n ~  b r .

- b ....................................... a p n x n =  b p ,

de déterminant principal

D
« 1 1 * * * « i r

C trl Ct,)'

D j

considérons l’équation non principale

«vH-a.l +  * ■ * “H « r + a , r # r  * • • ~b «r-f-a,n X n — b,
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Le déterminant
CHAPITRE H.

«Il «ir b<

«rl . . . «rr br
«r-t-ût,l . . . «r4-;Xj/*

qu’on lui associe en bordant D convenablement, est dit caractéristique relatif à 
cette équation.

Il n’y a de solutions que si tousles caractéristiques (de toutes les équations non 
principales) sont nuis et s’il en est ainsi, le système équivaut au système des équa
tions principales.

Exemple : Considérons le système

« H  X \  H - . . . -f- a ^ n  & n =

OÙ
a n \  x \  "+■ • * & n n  x n

« i l . . .  a ln
D = .............

« n i ■ •• a n n

= b«î

mais tel que tous les mineurs de D ne soient pas nuis. On pourra prendre l’un 
d’eux comme déterminant principal et, pour que notre système de rang ( n — i) 
admette des solutions, il faut et suffit que le caractéristique relatif à l’équation 
non principale soit nul, c’est-à-dire, si

d\\ ... «] n- 1

« n —1,1 ■ * • « «  — 1 , « — 1

^  O

(il n’y a qu’à ranger convenablement inconnues et équations) que

ou

«n

an\

«i/i—i b\

« / i / i — 1 a  r i

=  O

Â-înb\ A * n -4- . . . - b  A  n n b n  —  ° *

Cas particulier des équations homogènes, c’est-à-dire sans seconds mem
bres (bi =  o),

«  11 X\ -4-. . . -f- a\n x  n — o,

ap 1 X\ —h -. ■ -r- d p n Xn ■— o.

Il y a toujours au moins la solution o ( x i  — x 2~ . . . =  x n = o ) e t \ e  système est 
toujours équivalent au système des équations principales.

Si r =  n, ce système des équations principales admet autant d’inconnues que 
d’équations et il y a une solution unique qui sera donc la solution o.

Si r< /* , ce système des équations principales admet plus d’inconnues que



d ’équations et il y a une infinité de solutions qu’on obtient  en donnant  des valeurs 
arb i tra ires  aux inconnues non principales e t  résolvant ensuite par r a p p o r t  aux 
autres.

Etudions de façon approfondie le cas de n  é q u a t io n s  l inéa ire s  h o m o g è n e s  à  
n in c o n n u e s , vu Tusage im p o r tan t  q u ’on en fait dans ce chapitre

^11 SC i -h . . . H- «i n SCn— O j
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« « 1  X \  - t~ . . .  r~ a n n  X ji —. O.

Si le rang est égal à c’es t-à-dire  si

«Il - - ■ «]/£
1> =  ..........................  ^  o,

1 «« i * * * «/i/i
il n'y a que la solution o.

Si le rang est égal à n  — i , c’est-à-dire  si un mineur  au moins de D est non nul 
il y a une infinité de solutions constituées par des nombres a rb i t ra i rem en t  p ro 
portionnels à des nombres non tous nuis* En effet :

Ecrivons les premières, les équations et inconnues principales. Le système 
équivaut à

«1 ! SC j . . .  - h  « s n — ] X n ^ - \  ~ h  a  i n  X n  =  O,

...................................................... * ........... j
« / ( — J , I x \ .............................................. « n — l t n S C n  =  O ,

« i l  «12 « i n - i

O =  ....................................... ^  <>,
« « — ] , !  .................................  « J i — l , J i — 1

dont la solution générale s’obtient  en donnan t  à x n une valeur  arb i t ra i re  et résol
van t  par  rappo r t  aux autres inconnues,  d ’où, en in troduisant  les coefficients %pg 
de a pfJ dans S,

X \  =  —  ^ ( ^11 «I. /J a 2-i. « 2 / / “ * • •  "f" a Ji—1,1 « « —i , n  ) x n —  L |
O ’

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................J

1 — —1 « J  /( .............................. - — 1,/i—1 « n — L/ 2— \SC n .

La solution générale est donc donnée par

SC\   _ 37̂ —1   SC n
L; L t

et le théorème est dém ontré .
Ajoutons que les éléments d ’une ligne quelconque du déterminant  adjo in t  de D 

cons t i tuen t  une solution, car

«il A. y i -h . . . -h «i/ï A j  n ~  O j

quels que soient les entiers i et j  (pris  dans i, 2 , n ). C'est vrai si i j
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d’ap rès la formule (34)- Si i  =  j  le premier membre de la relation est égal 5 D 
d ’après (33), donc à zéro.

Les lignes du déterm inant  adjoint sont donc proportionnelles.
D ’où la conséquence  suivante, proprié té  utilisée plus haut ,  des déterminants  

adjoints : E tan t  donné un déterm inant  D nul et à mineurs non tous nuis, les 
éléments de deux rangées parallèles de l’adjoint D' sont proportionnels.

11 n ’y a qu ’à considérer le système d ’équations linéaires, homogènes dont  le 
déterminant  de coefficients est ju s tem en t  ce déte rm inan t  D et Ton conclut à la 
proport ionnali té  pour les lignes de D \  Si bon commence par pe rm ute r  lignes et 
colonnes dansD ,  ce qui donne A. on conclut à la proportionnali té  pour les lignes 
de Tadjoint A' de A. Et comme D' et A' se déduisent l*un de l’autre par perm uta
tion des lignes et colonnes, on conclut à la proportionnali té  pour les colonnes D'.

11). Ajoutons quelques mots sur les f o r m e s  l inéaires .  On appelle forme linéaire 
pour des variables .rj, . . . ,  x n un polynôme homogène et du premier  degré par 
rapport  à l’ensemble des .r,

/ =  ax-i l x n.

Elle est dite nulle si tous les coefficients sont nuis; il en est ainsi si elle est 
égale à zéro pour toutes les valeurs possibles des x t.

On dit que p  formes linéaires aux n variables x {. . . ., x n sont in d é p e n d a n te s  
si l’on peut trouver des valeurs à a t t r ibuer  aux variables pour lesquelles ccs 
p  formes p rennent  des valeurs a rb i t ra i rem en t  choisies, au t rem en t  dit si le système

./l “  xl> • * ■ : f /> ”  2/>

admet une solution quels que soient les a*-. On démontre  qu ’une condition néces
saire et suffisante d 'indépendance est que le rang du tableau des coefficients des 
inconnues soit jus te  égal an nombre p  des formes. S ’il v a  n  formes (au tan t  que 
d 'inconnues), celle condition est que le déterminant des coefficients des inconnues 
soit différent de zéro.

Une autre  condition nécessaire et suffisante (qui justifie la dénomination ) est 
qu’il n’existe pas de combinaison linéaire homogène Xj / \  -f-. . .  -1- 't-pfp à coeffi
c ien ts)^  non tous nuis, qui soit identiquement nulle ( nulle qtiels que soient les ,r*).



CHAPITRE III
ÉTUDE DE LA COEXISTENCE DE n ESPÈCES AVEC DES HYPOTHÈSES 

PLUS LARGES. — SYSTÈMES CONSERVATIFS ET DISSÏPATIFS.

1. P r e m iè r e  e x t e n s io n . — On fait dépendre du nom bre  de ses individus le coeffi
cient d'accroissement de chaque espèce vivant seule (en  conservant l ’hypothèse 
des équivalents). — 1. Nouvelles équations différentielles. — 2. Premières con
séquences. — 3. Cas.de possibilité d ’un é ta t  s ta t ionnaire  : il y a alors un é ta t  
limite qui est celui-là. — 4. Rôle d’amortissement d’une certaine forme q u ad ra 
tique. — o. Peti tes  variations. — G. Cas d ’impossibilité d’un éta t  stat ionnaire.  
— 7. Extension aux hypothèses précises adoptées dans 1. — 8. Reprise de 
l’étude du cas de trois espèces examiné au Chapitre  II.

II. T h é o r ie  b e a u co u p  p lu s  g é n é r a le . — On prend  pour  expression de

une fonction linéaire quelconque de N*. Extension des résultats  précédents. — 
9 . Equations différentielles. — 10. Hypothèse de l’existence d’une forme qua
drat ique définie positive jouant  le rôle de celle du paragraphe I et en tra înan t  
la résolubilité du système de l’é ta t  stationnaire.  — 11. Cas où toutes les racines 
de ce système sont positives et petites variations. Autres cas.

III . A s so c ia tio n s c o n s e rv a tiv e s  et d is s ip a t iv e s  : 12. Systèmes oonseryatifs. 
Définition et conditions caractéristiques. Ce sont ceux étudiés au Chapitre II 
(§ H, III, I V ) . — 13. Théorèmes sur la valeur  d’une association conservative. 
— 14. Systèmes dissipatifs. Définition et recherche de conditions carac té r is
tiques. Ce sont ceux étudiés dans les deux paragraphes précédents. — lo .  P ro 
priétés de la valeur d ’une  association dissipative. — IG. Per tu rba t ion  dans un 
système variant  au voisinage d ’un éta t  d’équilibre stable par l ’apport  dTndi- 
vidus, en petits  nombres, d'espèces nouvelles. — 17. Applications de cette 
dernière étude. — 18. Nouvelle extension des hypothèses fondamentales.

IV. In t r o d u c t io n  d e  V h y p o th èse  d e  v a r ia t io n  des c o n d it io n s  e x t é r ie u r e s  : 
19. Dans le cas de petites variations.  Superposit ion des variations propres et 
des fluctuations dues à des causes externes périodiques.

N o te  m a th é m a tiq u e  : 20- Sur  les formes quadrat iques.  I.

I. — PREMIÈRE EXTENSION DES HYPOTHÈSES.

On pren dra  comme coefficient d'accroissement de chaque espèce 
vivant seule une fonction linéaire décroissante de sonN {on conserve 
Vhypothèse générale des équivalents).
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1. On a déjà rencontré plusieurs fois ce résultat théorique du déve
loppement indéfini au delà de toute limite d’une espèce d’une asso
ciation biologique; comme on l ’a dit, cela ne peut avoir de signification 
réelle. On comprend que nos raisonnements aient pu nous conduire à 
un tel résultat; ils supposent, en effet, que le coefficient d’accroissement

1 dNde chaque espèce vivant seule, c’est-à-dire le —- de cette espèce est

une constante, en particulier, indépendante de N. Or, la réalité n’est 
ainsi approchée que si, dans le domaine délimité d’existence des êtres 
étudiés, l’espèce n’est pas trop nombreuse. Les raisonnements cessent 
d’être valables quand les N deviennent très grands.

Il y a donc lieu de modifier nos hypothèses; lorsqu'une espèce vit 
seule, au lieu de prendre pour équation différentielle de sa variation

=  eN ( d ’ où  N =  N 0 e 61' - ' * 1 ) 
dt

qui ne saurait être valable quand N devient très grand, on prendra pour 
un domaine délimité

78

TV =(£ — XNtNdt  v
(X, constante positive),

qui s’approchera davantage de la réalité et pourra être conservée pour 
toutes les valeurs de N.

L'intégration donne aisément

N — K
s ezt

1 K  X ezt

de limite  ̂ pour t =  00 si £ o. N ne tend plus vers —|— 00 quand £ >* o.

Considérons maintenant, dans un milieu délimité donné, n espèces 
coexistantes ayant des actions réciproques et comme seule modification 
aux raisonnements du n° 2 (Chap. Il), qui conduisent, avec l’hypothèse 
des équivalents pour le cas général, aux équations différentielles (3) 
du Chapitre II, remplaçons les coefficients d’accroissements £,- par des 
fonctions linéaires

£/■— X,-V ( xr >  o).

On obtient les équations fondamentales
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E n posant a rr — Xr (3r au lieu de a rr =  o, elles s’écriron t

(O

avec

Pr
c/Nr
d t Nr

&r$ — &sr t2" )̂ï
O.

2 . Faisons une étude analogue à celle du chapitre précédent pour  
tout système de solutions >  o dans (t0, + 00) : on verra d’abord de la 
même façon que si tous les et* sont négatifs, les espèces s’épuisent 
toutes, et que si un seul £/ est positif, elles ne peuvent toutes s’épuiser; 
enfin, que si tous les b sont nuis, les IS/ restent bornés. Ces résultats 
s’interprètent immédiatement si l ’on remarque que les X£- devant natu
rellement être très petits, les £/ représentent sensiblement les coeffi
cients d’accroissement quand les espèces sont peu nombreuses.

11 est intéressant de constater que, grâce aux nouvelles équations qui 
sont valables même pour de grandes valeurs des N, dans toute solution 
du système (i) correspondant à des valeurs initiales N ,°> o , les fonc
tions composantes N,. supposées continues dans ( f0 + o o ), donc >  o (*) 
sont telles qu’aucune ne peut rester, à partir d’un certain temps, supé
rieure à un nombre pris assez grand. En effet, d’après (i),

X,.Nr )N,..

Soit mr le maximum, qui est ^ o, du binôme erprNr — (3rX,.N;, puis v,. 
tel que N,. >  vr entraîne

n
< — Y  m s —  y) (r, >  o).

( l ) Les fonctions constituant une solution sont analytiques, c est-à-dire développables 
en série entière de t — au voisinage de chaque valeur de t de leur intervalle d’exis
tence et continuité (cela résulte de la forme des équations). Si une fonction s’annule 
en un point de cet intervalle, toutes ses dérivées successives seront nulles pour cette 
valeur de comme cela résulte des dérivations successives de

d S
d t 9 ( 0  K

et par suite la fonction set'ait nulle au voisinage. On en déduit qu’elle serait nulle dans 
tout l’intervalle de continuité.

Donc, en supposant N-'^o, si N — 0, toujours N(.=  o; si N j > o ,  toujours N -> o ,  
ce qui est plus général que dans le texte.
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Alors il est immédiat que si l ’un des N,., soit N/, dépasse v;, on aura, à ce 
moment,

n

1

Si donc, ce N* restait supérieur à à partir de 
cet instant,

n
irjt -h const.

on aurait, à partir de

et le premier membre finirait par être négatif, ce qui est impossible.

3 . Pour faire une étude plus complète, introduisons les équations 
de Vètat stationnaire

(3) ( r -  I, 2, . . . , n )

et son déterminant, qui est le « déterminant fondamental » du sys
tème (a),

D =
CL j j ^ 1 2 Cl\n

an1 * - • &nn

Il n’est pas nul, sinon les ^  arsN* s'annuleraient pour des valeurs

non toutes nulles attribuées aux N,, puisque le système d'équations 
homogènes

n
('• =  i, 2, n)

serait de rang inférieur au nombre des inconnues. Alors

n /  n

2  ( 2 J a™N-’ ) Nr=2 2 ar*N'-N ,= 2 l.orrNîS
i \ i r s

devrait s}annuler pour des valeurs non toutes nulles des N,., ce qui est 
impossible puisque tous les a n. sont positifs.

Les équations (3) admettront donc une solution unique q K . . . qn.
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Supposons tous ces qi^> o. Le système (2) pourra s’écrire

(/'= i ,  a, .. . .  «)

Nrou, en posant nr =  — >

(4)

Comme dans le Chapitre II (n° 4 ), on pourra former pour toute solu 
tion de fonctions positives

d n r d \o % n }
d t  d t

par le même procédé, mais on l ’obtiendra plus vite en déduisant
de (4)

n
i — n r d n r

puis

d’où

n r d t

‘i f  a>s<lrqs(l— nr )( l— ns)

y ,  a rs(l — n s ) ( i — n r ) q r q „

n n

>r1 1

=  > ’  « r r î ? ( l - » r ) S,
ÆÊÊÊM r*

n n

2  ? r ' ? r ( l o g r t r — « r )  =  ^  CLrr q$ ( l  —  Tlr )2 d t  4- COnst.

OU

(5)
' „  , „ Q /  — \  « Q — / Y a r r q l l i  — n r )*dt/enn\ffnprt J  **--  1 . . . ( --  ) — C e * 1
n J  \ n u

qui remplace l’intégrale première (10) du Chapitre IL
Le second membre décroît, donc reste inférieur à C. On en déduit, 

en raisonnant comme au n° 5 (Chap. II), l’existence d’une solution 
mathématique relative à des valeurs initiales positives et formées de ni 
compris entre deux nombres >  o délimitant un intervalle contenant i . 
On en conclut que si un état stationnaire est vossible avec toutes les
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espèces, il est stable, et que les espèces subsisteront avec des varia
tions bornées.

On peut aller plus loin : au lieu de fluctuations non amorties (pour 
Tune au moins (Chap. II, n08 7 et 14), il y  a un état limite qui est 
Vétat stationnaire,

Montrons que l'équation (5) impose que tous les nr tendent vers i. 

Le premier membre est supérieur ou égal à puisque

— de x  - ( x  >  o).

Le second membre qui décroît ne peut donc tendre vers zéro. Donc,
t «

Ç ^  nrr (I? ( * nr )" dt

qui croît reste borné. Si tous les nr ne tendaient pas vers i , l'un, nf, ne 
tendrait pas vers i et l'on pourrait trouver £ >  o tel que | — 11 >  £
pour des instants postérieurs à tout instant aussi éloigné qu’on veut.

Mais, remarquons que, d'après (4 ), puisque les nr sont bornés, 
dn, •~  est borné, de sorte que si | ni — 11 >  e à un certain moment t, on

aura |/Z* — 11 pendant un intervalle (r — yj, t +  ïi), ri étant indé-

(
dtx si M est une limite supérieure de - j j  fournie par (4 ),

on pourra prendre ri =  —

On pourra trouver une infinité d’instants : ti1 . . ., t,n . . ., la 
distance de deux consécutifs surpassant 2 y], et en lesquels \ ni — 11 >  £. 
Mais alors

I / ,  arrqp(l nr 
J  t.1 i

e2)2 dt >  auqf — (?i — 
4

en considérant les intervalles — o, t2 +  yj, . . ., — y], tn~\ +  yj),
et les parties de l’intégrale qu'ils fournissent toutes supérieures à 

aauqi j

tend vers +  oo avec n et ce qui est incompatible avec le
■o

résultat trouvé que J '  est une fonction croissante de t qui reste bornée

quand t tend vers -|-oo. La contradiction ainsi obtenue impose bien que 
tous les ni doivent tendre vers i .



Le cas qui vient d 'être étudiet cas où un état stationnaire est 
possible, est le plus gén éral dans lequel les espèces subsistent avec 
des variations bornées (sous les hypothèses du n° 1 ) .

Car, lorsqu’il en est ainsi, l ’intégration des équations (2) fournit le 
système
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qui admet une solution unique pour les t ' 1  t  j  Nsdt.

On en déduit, comme au n° 8 (Chap. II), que ces quantités ont des 
limites (existence de moyennes asymptotiques) qui sont les racines du 
système de Fétat stationnaire.

1 rLes <7/limites des quantités------- / N/rff, qui sont com]
t — t<ùj,f O

les bornes des N/ sont donc positives. C ’est le cas précédent.

4 . Ainsi, l ’hypothèse d’actions diminuant les coefficients d’accrois
sement et qu’on a traduit par l ’introduction des — XrNr, ou la condition 
arr >  o, entraîne la disparition de fluctuations non amorties. Ces 
actions agissent comme en mécanique le frottement qui amortit les 
oscillations autour d’un état stable (en les remplaçant par des oscil
lations amorties, ou même dans certains cas après quelques-unes par un 
retour direct ( 1 ) à Fétat stable).

Des équations fondamentales

' • * k = (  v n - y . » » .  ) s „

on déduit

d_
Tft

2 , .  ) = 2 ' ^ ' - 2  2  a™N'- N,.
r s

Si, à partir d’un certain moment, les causes constantes de variation 
disparaissent, c’est-à-dire si tous less deviennent et restent nuis, la forme 
quadratique en les K/,

( 6 ) 2 , .  2 ,  ^ N'-N<= 2

( l ) C’est-à-dire sans traverser l’état limite qui est l’état stable.
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mesure la rapidité de décroissance de ^ ( 3rNrî qui représente la
r

« valeur » de Fassociation biologique (Chap. II, n° 2 ).
Elle caractérise le frottement interne qui tend à amoindrir la valeur 

de l'association biologique et produit l'amortissement et peut-être la 
suppression des fluctuations.

o. La façon dont l’état limite est atteint est précisée par l ’étude du 
cas de petites variations au voisinage de l'état stationnaire .

Dans les équations (4)>
n

,, dnr V 1 
J r - J -  =  nr2 u

posons nr =  i et négligeons les produits de deux v,.
Il vient le système linéaire homogène à coefficients constants

( 7 ) o f i ' t r  

'Jr dt ■2.

(fsars'*s (r =  î , 2, . . . , n),

Pour intégrer, cherchons des solutions de la forme

vL — A [ c x t . 'hi — € xt

(A/, x  constantes réelles ou non; A;, non tous nuis). 
La substitution donne

( 8 ) \ r r$r3C - ÇSdrS A; t * I j  2 J  . . .  J n  \

d’où la condition nécessaire (puisque les A; ne doivent pas être tous 
nuis) que le déterminant de cc système en les A,* soit nul,

(9)

ou

cii i q i O-- 3 1 cc a  y* (J 2

Cl21 Çi  #22 (tZ p 2 X

a„ 1 q i

az\

a n 1

h#i i -h — x  a
q i

h&*•> "'H~ —  X

<*-\n qn
O-* n q n

f j
U  fin q  fi - 1- ; J n X

Cl [n

a>

— o

a n n
p/i
qn

X

—  o .
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A toute racine x 7 correspond une solution de la forme considérée, de 
sorte qu’en laissant de côté le cas infiniment peu probable où il y  aurait 
des racines multiples, on pourra trouver n solutions

V] — A [ exil ... =  A ), e Vit)

Vi =  A f( e x “ ! . . .  =  A "  c r "/.

Or, les racines x t sont telles que la partie réelle de chacune est 
négative.

Soient en effet a, -f- bi une racine, (A r) une solution correspondante 
de (S); à a — racine conjuguée, correspondra (A'.) formée des 
nombres conjugués. Ainsi,

n
A , - [3,-( a  -h b i )  = —  a r s q s A s ,

1
//

A ’/ é r i a  —  b i )  — —  ̂  a r s q s k 's ,

î

( a  -+- b i ' f £  A , .  A',.|3, ^  V  a „  A.s A' , .q r q s ,

r r .?

( a  —  A , . a ; .$ , .q , .  =  — Z j  a '-«A ' A î 1 r q s

d’où

r s
et

I Ar 2 IV ffr ~  — ^  a sr) A s A'r q r q s =  — ^  2 a ,Ti A,. |2? /  <  o,

r  $

d’où a o.
S ’il y  a des racines imaginaires, on rapprochera deux à deux les con

juguées, et les solutions correspondantes

A-; e(a+ùi)* .. .  Atl e{a-+
A', .. .  A)te(“—

(AJ- conjugué de A;),

d’où, par addition ou soustraction suivie d’une multiplication par i, les 
solutions

ea(f (A 1 + A ' , )  cosè£- i- i(A i— A', )sin&f], . . . .  
ettq ( A i — A \ ) i c o s b t — ( A } -f-A',) sin&£],

dont les coefficients sont réels.
La solution générale s’obtient, comme on sait, d’après la théorie des 

systèmes différentiels linéaires, en combinant linéairement les n solu-
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lions particulières fournies et par les racines réelles . . ., <xr et par 
les couples de racines imaginaires conjuguées : ib 1 j * * • ; &p —— ibp*

I vj — Ci Y ! ea^ - h . . . -b Cr y {’ e**-1
I -4- [(K* p j -h K', <t]) cos^i t -h (Ki cr j — K't pl) sin 6, t] ea*L

-4- [ ( K  p of\ -h K ’p t f )  c o $ ù p t — ( K p r f —  & ' p ? p\) s \ n b p t ] e apt ,

v2 =  C i  y *1 eW -T- . . . -f~ C r Y*i e0tr*

-i- [ (Kj  p2 H- K\ a j)  cos6t t -h ( Ki — K', pj) sin#! t] ea

v3 =

V/I................................................................................................................. .

Les crochets peuvent être écrits un peu différemment, sous la forme

II co s ( b i t  -h 9 ),

H et cp constantes remplaçant K;, K'-. On voit que si toutes les racines 
sont réelles, aucun N; n'aura de fluctuations indéfiniment, tandis que 
s'il y a des racines imaginaires, la présence des fonctions circulaires 
imposera des fluctuations au delà de tout instant. On voit le rôle d'amor
tissement des exponentielles à exposant négatif. 6

6. Quand les racines qi ne sont pas toutes positives ̂ écartons le 
cas où certaines seraient nulles et posons nr ~  ; le système diffé
rentiel s'écrit alors

<2r

d n r
^  UT = ■2 .

Qs ars I —

et le calcul du n° 3 conduit de la même façon à

r  =  1

Supposons qu'il y ait une racine négative au moins et considérons 
une solution du système différentiel formé de fonctions continues dans 
(/0, +  oo), partant de valeurs initiales positives et, par conséquent, tou
jours positives. Si qr est cette racine négative,

I Q r  II-- • ■ 71 f  — I Il ̂  I ,
<Ir
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d'où

Clrrqf I vi y—  nr 1
/

de sorte que le second membre de (11)  tend vers zéro quand t tend 
vers 00.

Gomme les quantités
7 r l  \ $ r < h
' *lr

sont, si qr ^> o, supérieures ou égales à le produit
g—n r  \n(=)

étendu aux qr négatifs doit tendre vers zéro; donc, aussi le produit

J"J n$r\<7r |

étendu aux indices des racines négatives puisque
(enr)%-\<7r l>  I.

Donc, s'il y a une seule racine négative, le nr correspondant doit 
tendre vers zéro.

S'il y en a un nombre k et si cp(̂ ) désigne le produit n*,w étendu
k

à ces racines et tendant vers zéro, on peut seulement dire que l'un au 

moins des «/ Correspondants est inférieur à [<p(0 ]*^>  011

<> <  3 <  ? n  ° < q < \ q r \

pour tous les indices r  des racines négatives.
Cela résulte de l’inégalité

n  »fc< 9 (o.
fC

Ajoutons que si M est la borne inférieure de

2,
arr qjxj.

pour des valeurs des variables x r dont l'une au moins est > i ,
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d’où

CHAPITRE HI.

9 ( I ) <  G e—Ma —v.

On ne peut rien dire de plus.
Concluons donc que, s'il y  a une seule racine négative , Vespèce 

correspondante doit s'épuiser. E t  s'il y  en a plusieurs Vune au 
moins des espèces correspondantes doit s'épuiser de fa ço n  régulière  
ou non. Car si les plus petites limites pour t — H- oo des nr corres
pondants étaient toutes >  o, cp (f ) ne saurait tendre vers zéro.

7 . On a supposé plus haut (n° 1)  l r >  o, c’est-à-dire arr >  o. Il y a 
quelque intérêt à voir comment il faut modifier légèrement nos raison
nements mathématiques si l’on remplace cette hypothèse par o.

D’abord, dans la dernière proposition du n° 2 , si les Nr d’indices 
pour lesquels arr =  o sont bornés^ aucun des autres ne peut rester à 
partir d’un certain temps supérieur à un nombre choisi assez grand.

Ensuite, le déterminant D du n° 3 n’est pas nul si l’un des a rr, 
soit est o et si le tableau déduit par suppression de la colonne 
de cet ahk est de rang n — i ; sinon on pourrait donner à N* une valeur 
arbitraire non nulle et résoudre

n

par rapport aux autres Ni (4). Il s’ensuivrait que

n

1

serait nulle pour ces valeurs des N,, ce qui est incompatible avec 
cikh >  o, N* ÿé o. Aussi, si tous les a rr ne sont pas nuis, en négligeant le 
cas infiniment peu probable où les a,j satisferaient à l’une de certaines 
relations d’égalité, D n’est pas nul. Nous nous placerons dans ce cas. 
Reprenant le n° 3 , on voit, sans avoir rien à modifier aux raisonne
ments, que si un état stationnaire est possible, toutes les espèces sub
sistent avec des variations bornées et réciproquement; de plus, s'il y  
a un état limite pour toutes les espèces, c'est nécessairement l'état 
stationnaire : car les limites doivent être égales aux moyennes asymp-

( 1 ) Ce systèm e a u x  in conn ues  N1; . . . ,  N t_, ,  Ni+lî  . . . ,  se ra i t  de ra n g  n — i et le 
d é te r m in an t  caractér ist ique  de l ’équation non pr in c ip a le  sera it  ju s te m e n t  D.



totiques qui existent et sont égales aux racines de Tétât stationnaire, 
puisque les fluctuations sont bornées et que D ^  o; on peut ajouter 
pour les Ni d’indice i tel que au^éo  et seulement pour ceux-là, 
qu’ils tendent vers les valeurs de l ’état stationnaire. En ce qui concerne 
les petites variations les mêmes raisonnements montrent que les racines 
de (9) ont une partie réelle négative ou n u lle , et cette nullité pos
sible explique que certains N/ puissent ne pas avoir de limite. Enfin, 
le n° 6, repris avec l ’hypothèse ar}é> o, établit seulement, lorsqu’il 
y a une racine négative à l’épuisement de l’espèce correspondante 
d’indice i, pourvu  que aa^é. o. S'il y a plusieurs racines négatives, on 
ne pourra faire Textension analogue que si l ’un des au correspondant 
est ^  o.
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8. Reprenons l ’étude du cas de trois espèces exam iné au chapitre 
précédent (n° lo).

a . Nous avions laissé de côté le cas a 3(33<7 — j3( b >  o, parce qu’on
était conduit à des valeurs non bornées pour N3, pour lesquelles les 
équations différentielles ne pourraient plus correspondre à la réalité. 
Introduisons un terme — ^N:i pour que les équations restent valables 
pour de grandes valeurs de N3 et étudions donc le problème avec le nou
veau système

r/N3]-^- = ( —

TU
-  (— ? s — « N a-h 6 N3) N 2î

=  (*3p3— àN3— 6Nj )N.t 

x1? \  constantes >  o),

qui, comme le système (29), Chapitre II, admet pour des valeurs ini
tiales >  o une solution continue positive dans (£0, +  00).

b. To ut d’abord, au lieu de la formule (3o), Chapitre II, on obtient

ai,Ji b:* Cn3cU

On peut voir encore que la fonction N:î ne peut rester, à partir d’un
j o et B

certain moment, inférieure à K <  et-— 2 - Sinon, en effet, d’après 

la seconde équation. N2 devrait tendre vers zéro et, à partir d’un certain
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moment, (33 ~  serait supérieur à un nombre positif, de sorte que N3N, dt
ne resterait pas borné.

Diaprés cela, l’espèce N3 ne saurait s’épuiser ( ') .
Dans le cas a 3 (33 a — a, ^  b <C o, on voit que tend vers zéro.

On en conclut que la première espèce s'épuise d'une façon régulière  
ou non régulière  (2).

Sinon à partir d’un certain temps N, resterait supérieur à un 
nombre )>o et comme N ^N ^lrt tend vers zéro, Na devrait tendre vers 
zéro, ce qui n’est pas.

c. Occupons-nous maintenant du cas non étudié de

a, [5, b >  o.

Les racines des équations de l ’état stationnaire s’obtiennent immédia
tement dans l’ordre q2, q3l

_  6(aa3p3—6a, |3, ) —
a 2 X

Î2=  —r~ >  o,a

q i  =  >  0 .
a  a

a. Si 6 (a a 3(33 — 6a, (3,) — aXa2 [33 >  o(X assez petit), les trois racines 
sont positives; donc, il y  aura des variations bornées pour les trois espèces 
et N3 tendra vers On en déduit par la formule des accroissements 
finis appliquée à une suite d’intervalles consécutifs égaux, que pour une

suite d’instants appartenant respectivement à ces intervalles, dt tend

vers zéro et d’après la troisième équation Na vers q 2. Ne prenons les 
instants précédents que de deux en deux de façon à avoir une suite telle 
que l’intervalle de deux instants consécutifs soit supérieur à une quan
tité fixe positive. On déduira par le même théorème des accroissements

finis une nouvelle suite d’instants tendant vers -h oo, pour laquelle ^ 

tendra vers zéro et d’après la seconde équation N, vers q h. Comme dans

( l ) C om m e  dans la p re m iè re  é tude du cas de trois  espèces ,  N3 ne s a u r a i t  re s te r  A

p a r t i r  d ’ un cer ta in  m o m e n t  su p é r ie u re  à un nom bre  plus grand que

( 2) A joutons  que,  com m e  dans la p re m iè re  étude,  N,  ne saurait  re ster  supér ieure ,  à
a G

par t i r  d ’ un cer ta in  m om ent ,  à un n o m b re  plus grand que — ■ •



la suite initiale d'intervalles, la longueur commune peut être prise arbi
trairement petite, 011 voit que dans tout intervalle de longueur donnée r\

on peut trouver séparément, pour chacune des fonctions N.,, N2, 9
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dS
dt

d N;-—rr au moins un point où la différence avec le nombre corres-dt
pondant q K, q 2 ou o soit en module inférieur à s donné à l'avance dès que 
l'intervalle est postérieur à un instant T qu'on peut fixer dès que l'on 
connaît v\ et e.

On peut ajouter que si l'une des quantités N«, Na, rfNi dN, dN-.
dt dt dt

a une limite, toutes tendront respectivement vers qi} qx et o. Par 
exemple, si a une limite, ce ne peut être que Mais alors, d'après

la seconde équation, tendra vers zéro; or, pour une suite d'instants

séparés par des intervalles de longueurs bornées, 1N2 tend vers qa ; donc,

étant borné, N2 tendra vers q2 quand f-^  +  oo. On voit ensuite

immédiatement que et tendront vers zéro. Cette remarque

permet de conclure en particulier que si l'une des espèces (i) et (2) 
a une lim ite , le système tendra vers l'état stationnaire (<7i, ?a, <73).

(3. Si b (a a s (33 —  b a s (3{) —  a la 2[32 < C  o (X assez grand), il J  a deux 
racines positives q2j et une négative q K* La théorie générale ne 
permet pas de conclure à l'épuisement de la première espèce. Mais il 
est aisé de voir que la fonction ne peut rester à partir d'un certain 
moment supérieur à un nombre positif fixe arbitrairement choisi.

Remarquons d'abord que N3 ne peut tendre vers q$. Sinon, on trou
verait, en raisonnant comme plus haut, une suite d’instants (séparés par 
des intervalles de longueurs supérieures à un nombre positif), pour

laquelle
d̂ Sr
dt tendrait vers zéro, et par suite, Na vers q2 ; on en déduirait

dtune nouvelle suite d'instants où tendrait vers zéro, et par suite,

vers q {. Et comme qK <  o, cette conséquence est absurde. 
Reprenons alors les notations

N! N* N3e 1—  ----n*— —t H-3— —?
I</H Ç* <1* 6

et la formule (11)  du n° 6 dans notre cas de trois espèces,

(«i
Ps Va— Ce
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Si /* ]> « > >  o, il en résulterait que ?i\, /j2, ;?3 seraient bornées, et

par suite, les dérivées. Mais alors di étant borné et /i3 ne tendant pas

vers i , J *  (i — n $y d t  tendra vers +  oo (voir le raisonnement fin du
l n

n° 3 ), et le second membre de l'équation précédente tendra vers zéro; 
tandis que d'après l'hypothèse, le premier membre resterait
supérieur à

( to ew I Vi ! — P s *n <>.

La contradiction prouve l'absurdité de l'hypothèse 7?, >  co.
Par conséquent, pour une suite d'instants tendant vers -j-oo, IN, tendra 

vers zéro, c'est-à-dire que la prem ière espèce doit s'épuiser de façon  
régulière  ou son.

d . Plaçons-nous dans le cas où la première espèce s'épuise (de façon 
régulière, comme il est sous-entendu lorsqu’on ne précise pas) et 
étudions ce que deviennent les autres espèces. En négligeant à partir 
d'un certain moment la première, leur évolution future correspondra 
aux variations des intégrales du système

04 )

! rj rfN.
*  ~dt

l*317T

=  (—  a ,  -h Ù N 3 ) N 2,

— ( 'J- ,J;ï   N ;;  b N ■> ) N ;{,

dont les 
espèces,

équations de l'état stationnaire fournissent,

6a3 33— Xa,

pour les deux

oc, Si 6«sp3 — ?v«2Pa2>o, les deux racines sont positives; comme 
dans (c, a), on verra que N3 tend vers cf, que pour des suites conve
nables d'instants tendant vers +00, N2 tend vers q f  En particulier, 
on retrouve ce résultat que, s1 il y  a un état lim ite, c est U état sta
tionnaire (çL> #3)*

P. SiôfltsPa — Pi <  o, on conclurait en raisonnant comme dans P 
de (c), que la seconde espèce s’épuise d’une façon régulière ou non.

e. En négligeant le cas d'égalité et supposant que toutes les espèces 
aient des états limites nuis ou /io/?, on obtiendra facilement les con
clusions suivantes :

Si \ < b *3 h— — f
0 i 2 ;J,

les deuxième et troisième espèces subsistent (limites
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h ay-zfiz — ô 2.181positives). La première subsistera lorsque - 
et supérieur à X, sinon elle s’épuisera;

311 3 < sera positif

 ̂ 3 * , (
Si  ̂ ? les deux premières espèces disparaîtront et la troisième

subsistera.

Suivant la grandeur de X, la troisième espèce pourra ou non nourrir 
la seconde espèce, et la première au travers de la seconde.

/ .  Comment les limites sont-elles atteintes ?

Quand les deux premières espèces s’épuisent, la troisième tend vers 
sa limite en restant d’un même côté (*), nous dirons sans fluctuations 
indéfinies autour de sa limite.

Quand la première espèce s’épuise seule

^ cas  de b ax;i p3— ÔX] p!
i% 312 j-J ] < x < 0C2 p2 3

négligeons-la  à partir d’un certain moment et étudions les deux autres 
supposées seules dans la suite.

Employons ensuite le procédé classique de l’étude des petites f lu c 
tuations, pour celles des deux espèces (2) et (3) au voisinage de l’état 
limite.

L ’équalion (9), appliquée à ce cas, donne

<i4)

ou

de discriminant

du signe de 

ou

%
Ç2

X

oJ3-h b X X

— O

P2 X 2  - + -  X  ~~r X  - f -  b -  —  o .  

<7*_>

A ==  ( P ? - xY - 4 ô* M î -

q’z P2 — 4 b- p3^

« q h ou iJ.-;
^ —  4  P a ( ô  p 3  ; i —  X  a 2  p 3 )

( ' )  Ce qui est rigoureusement vrai sans négliger les deux premières espèces à partir

d’un certain moment. Cela résulte de ce que <  0 quand N3 passe par sa valeur 
limite.
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/ (  * ) S3 Î î l u *  +  4*sP= .8» X -  4 », Pï ft =  ^  X! -- 4 a o
:  iJ -2 3, ( x - ^ i )  

\ /

Si X', X" sont les racines de ce trinôme/(X),

Comme

O a'< b y. ?, [3 3_ .

<2*3,33— b y { \iy
OU p2 Z— [(«a;t p.,_ 6*i Pi )2 — 4«&3i2ai [3, p3]

peut être positif ou négatif,

b a y% 33— 6 a, 3, 
a y./J*- L -

peut être inférieur ou supérieur à la racine X".
D ans le premier cas, si

( 0  )j * a a 3p:{— 6 a, [3, > <  X <  X",
[ «  a2 Pï J

l’équation (i4) aura un discriminant négatif et ses racines imaginaires; 
donc fluctuations indéfinies autour des limites; si

X" < >  <  b
*2%

-1 jJ f*

racines réelles et pas de fluctuations au delà d’un certain moment.
Dans le second cas, où

^  b  a a 3jï:, —  6 a, ^  a 3 ^  _
A — r~ A r j

a  OU a 2p2

l’équation (i4) a ses racines réelles et il n’y a pas de fluctuations indé
finies.

Enfin, considérons le cas où les trois espèces subsistent et tendent 
vers des états limites, et pour lequel
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L ’étude des petites variations repose sur l’équation

(t.'V)

ou

o
;jj— X — rit o

a
o

—  /?

o h *>■ , r-)A —  X
q \

Pi P2# 2(Xgr3-F f\J,Àx ) ■+■ 6 2Pi q ± q * x  ~f- a ? q ± q %( \  q%-f- p3<)  =  o.

On en trouve les racines réelles en prenant intersection de la courbe

„/«*3 ?3— «J Pl &JK =  P i p 2 ^ 2 ( ^ î a 4 - p:tx ) =  p, p^-r2

indépendante de X, avec la droite

y = — b* Pl 7^ 3 ^  — p3#)

a p3̂

=  a

_ rj7.1  ;J

3 t 3 ,
(« J ; l  3:i—  b X j  3 l )  ( fe3l a 3s)

« - X ] •
------------- J T  ( a x 3 p 3 —  a i  p j  6  ) [  A ( « 2 3 p ; i —  p i )  — - a \ o c t  p 2 ] .

La courbe est tracée ci-dessous. Il s’agit de voir comment varie la

F i g .  i2.

droite quand X parcourt son intervalle de variation de o à b a a ;t ps — boL̂  p! 
a  a ,  fi*
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Son point d’intersection avec O y  va de — 00 à o et sa pente varie de — 00 
à — bas |3J ou(32.

On voit donc qu’il y a d’abord un seul point réel d’ intersection de la 
droite et de la courbe, puis trois quand X dépasse une valeur X0 assez

96

, b fla3 Sa— b a, 3ivoisine d e------•
a  a 2 p 2

Donc, si o <  X < X 0, les petites variations s’obtiennent en sommant, 
pour N), Na, N3; un terme à exponentielle décroissante et une fonction 
pseudo-périodique s’amortissant; si

* , b aoL<> %— b et. 3i
>m,<  * < ----- ‘ o »a et* o*

il n’y a plus de fluctuations indéfinies.
Ainsi est précisé le rôle <Tamortissement du facteur X, qu’on a 

introduit seul, pour simplifier et pour lequel on peut faire, de la façon 
suivante, un résumé de son influence bien conforme à l ’intuition (en sup
posant toujours qu’il y ait des états limites).

Dans le cas où les trois espèces subsisteraient avec X — o, faisons 
croître X. D ’abord, les espèces subsistent et ont un étal limite atteint 
au début avec des fluctuations indéfinies autour des limites, puis sans 
telles fluctuations. Ensuite, la première espèce devra s’épuiser et les 
deux autres ont des limites qui, lorsque l’on considère ces deux espèces 
comme seules à partir d’un moment assez éloigné( peuvent être atteintes 
dès le début ou non sans fluctuations indéfinies autour d’elles. X crois
sant encore, la seconde espèce devra s’épuiser, et seule la troisième 
subsistera et tendra vers une limite sans fluctuations indéfinies autour 
de sa Iimite.

Lorsque pour X =  0 ne subsistent que la seconde et la troisième espèce, 
il y aura pour elles un état limile qui sera atteint lorsqu’on néglige 
la première espèce à parlir d’un certain moment, d’abord avec des fluc
tuations indéfinies autour des limites, puis sans telles fluctuations. X 
croissant encore, la seconde espèce ne pourra subsister et la troisième 
aura une limite sans fluctuations indéfinies autour de cette limite.

II. — THÉORIE BEAUCOUP PLUS GÉNÉRALE.

1On pren dra  comme coefficient âé accroissement r- des fonc-1 v 1 Cl C
tions linéaires quelconques des N£*.

9 . On peut élargir beaucoup les hypothèses avec un développement
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théorique différant peu du précédent. En supposant, comme plus haut, 
que, dans un milieu délimité pour chaque espèce vivant seule, le coeffi
cient d’accroissement soit fonction linéaire du nombre des individus, 
faisons l’hypothèse que les rencontres dans le temps dt d’individus 
d’espèces différentes (r) et (5) provoquent immédiatement pour chacune 
de ces espèces une variation de leur nombre proportionnelle au nombre 
de ces rencontres.

On obtient ainsi, pour l’accroissement dNr pendant d t ,

✓/Nr = (sr— XrNr)Nr rf*
- h  (otr i N | N , .  +  . , . -r~ a r>r_ |  I \ r _ ,  N r -|- a r>r+1 N r +  ] N r -h  , . . -r- n N n N/ ) d t

(er , Xr, oLfj constantes?).

D ’où 1 es équations différentielles

(16)

Sr, Prs, constantes quelconques)

avec l’hypothèse des équivalents, elles seraient de la forme (2) avec arr 
quelconque, qui, pour la conformité avec la réalité, devrait être sup
posé ^o ou même >> o, et c’est alors le cas du paragraphe I qui précède.

Il est encore vrai, dans le cas le plus général, que si un des er est o, 
les espèces ne peuvent toutes s’épuiser.

10. Soient «i, . . . ,  <xn des nombres positifs qu’on fait corres
pondre aux espèces et auxquels on va faire jouer le rôle des valeurs |3; 
du paragraphe I. Introduisons la forme quadratique (*)

(17) K (N x 2 3-rPrs

qui remplacera a rrN;- qui précède dans le développement de la

théorie.
Montrons d’abord que si l ’on a pu choisir les a pour qu’elle soit 

définie positive (-), toute solution du système différentiel (16) formée 
de fonctions N; continues dans (£0, + 00), de valeurs initiales N" >  o, 
donc (a) toujours positives, jouira de cette propriété, qu’il est impos-

( 1 ) Voir la Note  m ath ém at iq u e  su r  les fo rm es  q u a d ra t iq u e s  en fin du chapitre .
( 2) C et te  conséquence  que les N £ con t inu es  et in i t i a le m e n t  pos it ives  re s te n t  pos i-
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sible qu’il y ait toujours un des N* qui finisse par rester supérieur 
à un nombre >  o choisi assez grand ( * 1 ).

En effet, on déduit de (iô)

(18) ocr er N , . —  F  ( N l? ’ *î N„).

Montrons d’abord que le second membre est une fonction des 
variables N,-, inférieure à — m o arbitrairement choisi dès qu’une 
quelconque des variables M,- surpasse en module un nombre À choisi 
convenablement après -).

l iyes s’ é tab li t  e x a c t e m e n t  com m e dans le cas p a r t ic u l ie r  du n° 2, en e x a m i n a n t  ce qui 
se passe au voisinage du m om ent  où pour  la première  fois s ’annulera it  un N ; . A jo u to n s  

com m e au n° 2, que  si l 'on suppose N° =  o, seu lem ent ,  tout N r in i t ia le m e n t  >  o sera  tou
jo u r s  >  o, et in i t ia lem e n t  nul,  tou jou rs  nul.  Rien d ’au tre  à changer .

( ! )  En  p a r t ic u l ie r  un N ( d ’ indice d é te r m in é  ne peut re s te r  su p é r ie u r  à ce nom bre  à 
part ir  d ’ un certa in  instant quel q u ’ il soit.

( 2) A côté de cette dém onstrat ion  analogue  à celle du  paragraphe  I ( p. 79-80),  en 
voici une autre  qui est à peu près celle que donne M. V o l tc r ra ,  p. 84 du M ém oire  cité
[ Variazioni e J Ju ctu az io n i ......  ( Memorial  C X X X I .  B .  Comitato  7 alassogvajico Ha-
liano)\.  E l l e  est  basée su r  la r e m a r q u e  su ivante  : On sa it  (voir  Note m a th é m a t iq u e )  
que pour  une fo rme q u a d ra t iq u e  définie positive,  si l ’une au m oins  des va r iab le s  est  en 
m od ule  au moins égale à oc >  o, la borne infér ieure  de la forme,  sous cette seule h ypo 
thèse ( p o u r  des v a le u rs  rée lles  des v a r ia b le s )  est un nombre I posiLif. On en dédu it  
a isém en t  qu e  cel le  borne,  sous la restr ic t ion  q u ’ une des va r ia b le s  ait  un module  an

/S \2
m oin s  égal à p >  o, est  égale à I f - I >

S o i t  donc pou r  notre fo rm e  F  la borne  in fér ie u re  I  dans l ’h ypo th èse  oc =  1 Si  M 
désigne le p lus grand des | N, \„ on aura

Mais soit

a lors

donc

I > I M \

« ,.M ;

< E M ,

y  «r£rNr— f (n, .- -nj = e-m —i m2.

On peut t r o u v e r  A >  0 tel que,  ni >  o étant  donné, [ x  \ 
Si l ’un des N ( surpasse  A en m odule ,  on aura

À  entra îne  E æ  — T x 1 <  — m.

M >  A  et EM  — IM* <  — m ,



ÉTUDE DE LA COEXISTENCE DE n  ESPÈCES AVEC DES HYPOTHÈSES PLUS LARGES. 99

Considérons, en effet, la décomposition en carrés

de n formes linéaires indépendantes à coefficients réels

(19) f i  =  at Ni-h.  . a !l  Nn ( i  — i, e. . , . .  n).

Les f i  étant considérés comme des termes connus, si Ton résout ce 
système par rapport aux N/, on pourra donc exprimer les N* en

n
fonction linéaire homogène des f (. On en déduit que ^  ar£r Nr peut

1
s’exprimer en fonction linéaire homogène des De sorte que le second 
membre de (18) se met sous la forme

^ . ( 1 J * -/ ;- )■

Soit p/ le maximum du binôme y,-X — X -, et H >  o tel que X  >  H 
entraîne

71
y,-X — X 2 < — ijif;— m quel que soit r.

On voit que si lhm fh  des /) surpasse H en valeur absolue, on aura

m.

Il n’y a, en effet, qu’à majorer les ytfi — f'f où i ?zé k par p*, ce qui
n u

donne un nombre inférieur à 2  Hi, et majorer y h fh —f l  par — X  p. — rn.
1 1

Si, maintenant, dans les équations (19), on donne aux f i  toutes les 
valeurs possibles de module au plus égal à H, les N,- prendront des 
valeurs de module borné par un nombre À ^>o. Si donc l’un des N* 
surpasse en module ee nombre /V, nécessairement l’un des f,- sur-

d’où n
V  «,srN - F ( N 1. . . r i , ) < — m,

T'
J

et la proposition est ainsi plus rapidement établie.
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passera H en module, et, par suite,
n  n

Y .  ht f i —fi1 ) = 2 ,. S'rVN,- F(N, . . .  N.) < ni.

Ce point établi, on voit donc que si Fan des Nr fonction de la solution 
considérée de (16) reste, à partir d'un certain moment, supérieur à A, 
ou même plus généralement si, à partir d'un certain instant, il y a tou
jours un des N,. supérieur à À, on aura, par la suite,

d'où

—  ni,

a r N , - < —  mt — c o n s t . .

ce qui est incompatible avec la propriété que les Nt- sont >  o pour t ]> tn 
initial.

Cette généralisation de la dernière propriété du n° 2 nous assure 
donc que, dans le cas où il existe une forme quadratique (17) définie 
positive, l'étude de l'association biologique ne saurait conclure à 
l'accroissement indéfiniment grand de l'une des espèces, quand le 
temps s'écoule indéfiniment.

Dans le cas où le système (16) admet une solution continue dans 
(?0, 00) pour des valeurs initiales positives, où l ’un des e est positif et
où il existe une forme quadratique (17) définie positive, on peut donc 
conclure à une certaine stabilité puisqu'il ne saurait y avoir disparition 
définitive de toutes les espèces et qu’aucune ne peut croître au delà 
de toute limite.

L'hypothèse de l'existence d'une forme quadratique définie posi
tive (17) a une importance capitale relativement aux équations de 
V'état stationnaire

n

(9_0)  £/•—  P r s  N* =  O ( >  — I , 2 .  . . . , f l ) .

1

Elle entraîne, en effet, que le déterminant de ce système soit différent 
de zéro, donc la résolubilité unique de ce système.

Car si le déterminant était nul, les équations homogènes simul
tanées

( r  = 1 , 2 . . . . ,  n )



ÉTUDE DE LA COEXISTENCE DE n  ESPÈCES AVEC DES HYPOTHÈSES PLUS LARGES. IOI

admettraient une autre solution que la solution nulle, et par suite,

F ( N aN2 . . . I\Y ,

serait nul pour des valeurs non toutes nulles des N/.

11. Conservons seulement cette hypothèse de la forme quadratique 
et poussons plus loin l'étude en reprenant les méthodes du paragraphe I, 
et faisant jouer à F (Ni N2. . . Nft) le rôle de la forme quadratique

i
dans les n0& 4 et 5 .

Désignons encore par q u . . ., qn les racines du système (20), qu'on 
supposera toutes différentes de zéro. Les équations fondamentales (16) 
s'écrivent alors

dNr
d t

(r =  i, 2, . . n)

ou, en posant nr = N,

(21)

On en déduit

d n r
d t

n
Prs q$ I

Çs
n.

Ï M - q r | \  1 d n r
f i  j- I

n n

q r /  nr dt 

I Vj

F [ ( , - i f r - ” ' ) 5'...... ] ■

d’où, par intégration,

<*0 i l
r — 1

I h d n r\*« '— e ^ )nr /
- s , ' ’  [ - O - ^ - ) ' . . . ]"=  Ce 0

On en déduit, comme au n° 3 , que si tous les qt sont positifs , i l  y
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a un état limite qui est U état stationnaire et que c'est le cas le plus 
général où toit tes les espèces subsistent avec, des variations bornées 
(cas le plus général avec l'hypothèse de la forme quadratique >  o).

En effet, si les qi sont tous positifs, la relation (22) s’écrit

Répétant le raisonnement du nü 3 , introduisons, si ni ne tend pas 
vers 1, des intervalles successifs et n’empiétant pas l’un sur l ’autre

{ f \   ro t \ -r- ri .K . . . .  ( / n— *n; t n ~h T l ) ,  . . . .

dans lesquels | (//,- — 1) | qt >  e >  o.
Si p est la borne inférieure, positive (*), des valeurs que prend 

F (# (, . . ., x H) quand la variable X; est de module au moins égale à e et 
que toutes les variables appartiennent à des intervalles finis où varient 
les fonctions ( 1 — nt) q r

F(. . . ,  (1 — nr)qr, . . .) d t  >  (jl . 2rt(rt —  a),

d’où la conclusion pour le premier point. Le second s’établirait comme 
au n° 3 .

Quant aux petites variations, l’étude en sera la même qu’au n °5 ; 
dans les équations

itnr
77T n PrsqA i — né),

( 1 ) Un ensemble  de nombres  rée ls  f K ) est d i t  borné ou l imité  su p é r ie u re m e n t ,  si tous  
ses é lém ents  sont in fér ieurs  ou égaux à un nombre  au moins ,  donc à une infinité  de 
n o m b re s  appelés l imites  su pér ieu res .  On dém ontra  que parmi ces l im ites  su pér ieu res  il 
y  en a U’ e plus peti te  que les autres ,  on rappe l le  borne su pé r ieu re  de ( E ) .  Définit ion 
analogue  pour la borne in fér ieure ,  la plus grande des l im ites  in fé r ie u r e s .

Les va leurs  que prend une fonction de plus ieurs  var iables,  continue dans un champ fini,

a Ç x  ^ b“ 1 = - " 1 — u\i

<*„= x „ -  b„,

const i tuent  un ensemble  qui conLient ses bornes  su p é r ie u re  et in fér ie u re  et qui sont 
donc atteintes p a r  la fonction en certa ins  points.

Ceci  admis ,  dans le cas qui nous occupe,  la borne in fér ieure ,  v a le u r  de F  en un point  
qui ne peut être  æï — . .  . =  jun — o ( puisque ce point n'est pas dans le c h am p  c o n s i d é r é ) 
est nécessa irem ent  positive.  D 'a i l leurs  F  étant  définie positive,  sa borne in fér ieure  sous  
la seule  condition | j ; i | > i e > o  ( i d é term in é)  est posi t ive  ( voir  Note m a th é m a t iq u e  
en fin du c h ap i t re ) .
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on posera n r —  i vr , d ’où, en négligeant les produits  de deux v;,

( 2 3 )
d \ r
Ta ■2 .

Prsq$Vs ( r =  i , w).

On cherche des solutions de la forme

Vi — A t . . . .  v „  =  A „  e vl

( A i x,  réels on non; A* non tous nuis),

ce qui conduit aux équations
Tl

( 2 4 ) ArÆ = — > V,
1

et pour# à l ’équation caractéristique

( 2 5 )

ou

* ■ • n  *7

P r a q i * * • P n n Ç  n “t-  &

X
* ‘ * P i n

q i

X
P  n i . . .  --------------

q n

La partie réelle de toute racine est négative; en effet, si a~\-b i est 
racine et

Kr =, yr — î'y' (r =  1 , 2 , . . . ,  »)

une solution non nulle correspondante de (24),

O  +  èt')(vr +  î T;,) = — V  Prsqui'ts-r-i'i'*),

d’où

« ïr — 6ï'-' =  — Prsqs'ii,

et

6-)fr-+- «T r  = Prsqs'i t

S

“ (T? r;-2 )

n
=  —5 ] PrsÇs'is^i-t

71
y  PrsqsYs'ïT

ï
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a fr )q r  =  — I’ (Yitfi Y»?«)— F ( Tl Vü * * * : ï'/iVA

cc qui établit « <  o.
On achève et l'on conclut tout à fait comme dans le n° o. La nature 

réelle ou imaginaire des racines de (26) précise donc la façon dont l ’état 
limite est atteint.

On n’a qu'un mot à ajouter pour le cas où les q\ ne sont pas tous 
positifs ; c’est que les raisonnements et conclusions du nf> 6 s'étendent 
sans difficulté. En effet, s’il y a au moins une racine négative, soit qr,

d'où

1 — I qr I 
qr

nr>  1,

>  ; 7;

et, par suite, quels que soient les ni variant dans des intervalles finis,

nr ) qr, . . • reste supérieure à un nombre positifqr
qr

fixe (même raisonnement que plus haut), de sorte que le second 
membre de (22) tend vers zéro.

On conclut, comme au n° 5 , que, s'il y  a une seule racine néga
tive qr> Vespèce (r) s*épuise et que, s il  y  en a plusieurs, parmi les 
espèces correspondantes, Vune, au moins, doit s'épuiser de façon  
régulière ou non .

III. — ASSOCIATIONS BIOLOGIQUES CONSERVATIVES ET DISSIPATIVES.

12. Plaçons-nous dans les hypothèses générales du n° 9 , et attri
buons aux individus de chaque espèce (r) une valeur moyenne otr >> o, 
de sorte que la valeur globale de l'association biologique sera

ctr N r ,

d'où sa vitesse de variation
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et, d ’après ( 16),
n  n  n

1 1 1
ou, en posant

(26) F(NtN2...  N„) = 2 2  Wr.NrN,,
r  s

n

^ = 2  a,.E,.Nr- F ( N 1 N2...N „).
1

La variation élémentaire dV  pendant le temps dt est la somme de

deux variations ; dt due aux causes constantes d’accrois

sement des espèces caractérisées par les nombres ê, et d’autre part 
— F (N (, . . .  , N/t) dt due aux actions réciproques des individus.

S*il est possible de choisir les ar >  o de façon que la form e qua- 
d ra tique F  soit identiquement nulie , c’est-à-dire que

(*») <*rPrs~h * s P s r — O ( r ,  S —  l , rA,  . . .  } n ) ,

la valeur de l ’association ne dépendra pas des actions mutuelles des 
individus.

On d ira  que cette association est conservative et alors

d V  y  
dt xr er Nr.

C’est le cas des systèmes d’espèces s’entre-dévorant qu’on a étudiés 
au Chapitre II, où les équations fondamentales sont les équations (3) et 
les valeurs des individus prises égales aux (hypothèse des équivalents, 
pas d’action entre les individus d’une même espèce). Réciproquement, 
si un système est conservatif, avec un choix convenable des a, on aura

< * r P r $ - h  asp s r — O (/■ =  i ,  2 , . . n ;  s —  i ,  a ,  . . n),

de sorte que, si l’on pose
y.rp r s ~  a rs,

les équations fondamentales s’écriront

dt Nr (r — ij *2, . . n)
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avec
a r i = — axr (quels que soient r\ s de i, 2 . . . . ,  n),

donc sont de la forme (3 ) du Chapitre 11.
Ainsi* les systèmes conservatifs sont ceux qu on a étudiés au Cha

pitre I l  et qui sont caractérisés par les équations (3 ) de ce chapitre.
Un système étant donné et obéissant aux équations (16) du Cha

pitre III, on peut chercher pour les />r jles conditions nécessaires et suf
fisantes pour qu il soit conservatif.

Le cas de deux espèces est immédiat et les conditions sont :

avec : soit 

soit

P\ 1 — P’ll — o 

p\lpl\ O,

P i n  — P l  1 — O.

Ecartant ce dernier cas où les espèces n’auraient pas d’influence réci
proque, il y a alors pour le choix des a une solution à un facteur près. 
Passons au cas général c V au moins trois espèces.

Des équations (28) on déduit d ’abord que, nécessairement, tous les 
p rr sont nuis et que les deux nombres de tout couple (p rs, p sr) sont ou 
nuis ou non nuis et de signes contraires. De plus, r, s, t. . . ., k } l étant 
m entiers différents pris parmi 1 , 2 ,  . . ., /t, les équations

P  ru ~  ^  Psr ' ,

P  S t  “  ' P t s  1

P k i  — ---  * i p i k ,

P I r  — ’ a r  p r l

donnent, par multiplication membre à membre, la condition nécessaire

( 2 9 )  P r s P s t  ■ • - P k i p i r  =  (— l ) m P s r P t s  ■ • - P l k P r l •

En prenant tous les arrangements de m entiers différents (m quel
conque de 3 inclus à n inclus) pris parmi 1 , 2 .  . . ., n on obtient ainsi 
un ensemble (E) de conditions.

Montrons que ces conditions (E) jointes à celles initiales relatives 
à p s r  et aux couples ( p rsi p s r )  sont suffisantes, c’est-à-dire qu’on peut 
alors trouver un système de nombres positifs <xr satisfaisant à  ( 2 8 ) .

11 suffira d’examiner le cas où le système ne peut se décomposer en 
plusieurs indépendants les uns des autres.

Il y aura alors des pjj non nuis. Soit p^k 7^ o l’un d’eux et prenons
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positif arbitrairement. Si h } t2, . . . Ln l est une suite d’entiers > o  
au plus égaux à n tels que

P h i t 7^  ° j  p i i  i2 7^  • * * : / 'j 'y --y iy 7̂  P i y  l 7^ 0 }

les équations
V-hPhii H- KiiPU h — O 

aii/V»+ =  °

««v-i/'iv-.tiv +  ^ y ^ v ïv - i^ 0
+  *ipiù, =  O

fourniront successivement en donnant des valeurs >  o.
Je dis que s’ il existe une autre suite A, Q Q . . ., l telle que

P h i \  7̂  O ? * * * 7 P i\x  l 71-  ®  •>

la détermination successive analogue de oc,-’ . . . at conduira à la môme 
valeur pour

En effet le premier procédé donne

et le second

a/— (— l)v+I
Pkii, • ■ ■ 1 Pî  l 
Pii * ‘ * ; Pi iv«A

a/ — (— 1)^+1
M î ' ’ ’ î /u

—-------------r~ aA*
A )  ' ’ ' J  P ?  / 'y .

Il n’y a qu’à constater l ’égalité qui résulte de

P  h i \ ' P  i i h ’t ■

=  (—O*4

/ / /
‘ 1 Pi-v l ’P1 J.—|J ** * 1 j A

* ■ • ) P  h /,

vraie par hypothèse.
Et puisque le système ne peut se décomposer en plusieurs indépen

dants, on voit aisément que le procédé de chaîne permettra d’atteindre 
tous les at. Ainsi le système (28) est résolu et l’on voit même qu’on en a 
trouvé la solution la plus générale qui est déterminée à un facteur de 
proportionalité >  o arbitraire près. Les valeurs des individus d*un 
système conservatif indécomposable sont donc déterminées à un 
fa cteu r p rè s , comme dans le cas de deux espèces.

Quant aux conditions (E), elles peuvent se réduire. Ainsi, si tous 
les p i j ( i ^ j )  sont déférents de o (Q, elles peuvent se réduire à

( l ) M. Volterra n'avait considéré que ce cas. Mlle Elena Freda a montré  que les condi-
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celles à trois indices :

CHAPITRE III.

(29)' P r s P s t P i t --- P j f ' P i s P r t -

Un peu plus généralem ent, si tous les pij dont un des indices est 
un certain i0 (/>,„, ,p, ,„) ; (P i^ ,/> 2 J ;  ■ • • sont tous différents de o, p ku 
excepté, les conditions (E) se réduisent à celles à 3 indices dont un des 
indices est /0. Pour montrer qu’alors toute relation (29) est une consé
quence de ces dernières, il suffit de remplacer dans celle-là tout p j  Q ^ y 0̂

par [PijPihPini 1 . Alors dans les deux membres les crochets disparaissent
P/hPî0i

grâce aux seules relations à trois indices dont l’un est /‘0 et il reste une 
égalité évidente.

13. La propriété d’être conservatif pour un système exige certaines 
relations d'égalité  entre les coefficients qui le caractérisent, de sorte 
qu’il est peu probable qu’un système biologique réel se trouve être con
servatif ou même très voisin de l’être. Mais, de même qu’en Mécanique, 
on peut, bien souvent, en première approximation, négliger le frot
tement, on pourra, pour certains systèmes, adopter d’abord l’hypothèse 
approchée qu’ils sont conservatifs. Il est inutile de répéter, pour ces 
associations biologiques, les propriétés qu’on a établies plus haut; on se 
reportera au Chapitre 11, Toutefois, il est intéressant d’ajouter quelques 
énoncés relatifs à la « valeur » de l’association biologique.

Si nous nous reportons au n° 3 , Chapitre II, nous déduisons aussitôt 
que pour un système biologique relatif à (f0j-}-oc) :

S i  tous les £/ sont négatifs , la valeur d 'u n e association conserva
tive tend vers zéro quand le temps s'écoule indéfinim ent ; si tous less,- 
sont positifs , elle tend vers Vinfini; s'ils sont tous nuis, elle est 
constante ; en fin , si un des e, au moins est p ositif, comme toutes les 
espèces ne peuvent s’épuiser, la valeur de l'association ne saurait 
tendre vers zéro.

Ainsi, une condition nécessaire pour que la valeur d’un système

tions à trois  indices  ( jo in tes  au x  p re m iè re s  ) n’ étaient, pas suff isantes dans le cas général  
en donnant  l ’exem ple  très  sim ple  du cas où dans  toute com bina ison  3 à 3 ( £ , / ,  A) il y  aura it  
u n c o u p l e  ( £ , / )  tel que =  P }i ~  °- Les (29 ' )  sont en effet alors satisfa ites  et cependant 
les ( 2 8 )  p e u ve n t  n ’avo ir  pas de so lution,  d ’est ce q u ’on voit  c la i rem e n t  sur l ’e xe m ple  
p lus p ar t icu l ie r  de M11# Freda ,  du  cas de quatre  espèces avec  p xi = p iX = Pn — P3 7 — o 
(la prem ière  dévore  les 2e et 3e, et ces  dernières  m a n g e n t  la 4e )* Enfin M u* Freda  a 
énoncé aussi  les con dit ion s  Jes p lus générales nécessaires  et suff isantes.



conservatif puisse tendre vers zéro est que tous les e* soient négatifs ou 
nuis et l’un au moins négatif.

On peut ajouter quelque indication sur la façon dont se comporte la 
valeur d’un système biologique conservatif quand / est très grand. Si
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de

il résulte

Pl^ 6r ^ P2 ( r  =  I, 2, • . • , n ) \

a r N rj

(3o )  C C ( valeur pour t =  £0).

On aura les inégalités les plus resserrées en prenant p, aussi grand 
que possible (égal au plus petit des er), et p2 le plus petit possible (égal 
au plus grand des

14. Nous définirons comme dissip a tif un système caractérisé parles 
coefficients £;, p rs (voir nü 9 ), s1 il est tel qu ’un choix convenable 
des a,. >  o rende définie positive la fo rm e

r  s

Ce qui justifie cette dénomination, c’est qu’elle entraîne que les 
actions réciproques des individus causent toujours une diminution de 
la valeur 2«rNr de l’association, d’après (27).

Etant donné un système défini par ses coefficients on peut
chercher pour les p rs des conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu’il soit dissipatif.

Tout d’abord, il est nécessaire, puisque F  est définie positive pour 
des ocr >> o convenables, que otrp rr^>Oj d’où les conditions néces
saires

( 3 ï ) / V r > o  ( r  =  i ,  2. n).

Si l ’on se rappelle qu’une condition nécessaire pour un système 
conservatif est

Prr ~  O (r =  1 ,2 ,
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ou voit que les définitions de système conservatif et dissipai i f  
$’excluent. De plus, un système défini par des p rs sans restriction peut 
ri*être ni conservatif, ni d issipatif. 11 restera à voir si un tei cas est 
possible dans la réalité.

Une autre condition nécessaire est que le déterminant des p rs soit 
positif :

( 3 2 ) A =
P l  1 P 12 P i n

P  ni P  n Z - • * Pnn

> o .

Gomme le prouve un raisonnement antérieur (fin du n° 10), ce déter
minant doit être non nul.

Nous allons montrer qu’il ne peut être négatif. Considérons, en effet, 
la forme quadratique définie positive.

n n

F = 2  2  *rPrs^r^s ;

on peut l ’écrire
n n

F = V  2  (ü ^ £ .+  a^ w rW,
J 1

et le discriminant ( 1 ), qui est >  o, est le déterminant des

<*rprs~̂ ~ œsPsrt)}rs =

Mais la forme F peut aussi s’écrire

V = xr '^ s h/,r'N,.Ns, 
■rî 1-2,2,

où les h rs sont des nombres quelconques seulement assujettis à

èrs è'sr’

On peut trouver pour ces hrs des valeurs telles que l’on ait

m r s ~I" h r sWrs=  ----------ar
11 suffit de prendre

=  P

t * r s =  * r P r s — l * * r s  (pour  r ^ ) ,

( l ) Le  d i sc r im in a n t  d 'une  fo rm e  q u a d r a t iq u e  ( d é te rm in a n t  du tableau des fo rm es  
l in éa i re s  que sont les d e m i- d é r iv é e s  part ie l les)  est posit i f  si la fo rme est définie posi
t ive  (voir  Note  m a th é m a t iq u e ,  nû 20)'.
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puis
ksr =  — hrs ( pour r <  s ),

Ceci fait, on aura bien, pour r <  s,

m.sr-h ksr
a. —  P$n

puisque le premier membre est égal à

1 aJ ^ r +  arPrs _  ̂ ( ar/?r.f &sPsr ~\
I "  x r P r s  ■ :  I

«5 L 2 2 J
—  P  s?- ]

Soient HrJ les valeurs précédentes; considérons le déterminant des w,-, 
comme fonction des hrf r f > s )  ; c’est ainsi un polynôme* et. quand les 
variables hrs{r^ > s)  sont toutes nulles, il se réduit au déterminant

des 9 qui est positif comme celui des mrs't quand les variables hrs

prennent les valeurs H,.f, il coïncide avec le déterminant des p rs. Si 
donc, le déterminant des p rs était négatif, le polynôme en krs 
qu’est le déterminant des w,-j, devrait s’annuler pour certaines valeurs 
des variables indépendantes hrs (/■;> $ ) , et la forme

2 i 2 i
/■ s

a tors Nr N,

serait alors telle que le déterminant des tùrs serait nul; comme elle est 
identique à F définie positive, il y  a contradiction avec la propriété rap
pelée plus haut que si une forme

^  V  a r />r.,Nr N, ( a , ->  O)

est définie positive, le déterminant des p rs est non nul.
Si nous nous rappelons maintenant que l’ensemble des termes con

tenant certaines lettres d’une forme quadratique définie positive constitue 
une forme quadratique définie positive par rapport à ces lettres, nous 
obtenons immédiatement comme conditions nécessaires pour qu un 
système soit dissipatif\ que le déterminant des p,s€t tous ceux qu’on 
en déduit p a r  suppression de lignes et colonnes de mêmes rangs 
soient positifs (').

Dans le cas de deux espèces, ces conditions sont suffisantes : car

t 1) Ce qui suit  dans ce n° 14 (recherche de conditions suffisantes) est dû à M, Brelot.
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en égalant à zéro le discriminant

( X , p , * Qf. 5 p * | ) “  f\ OĈ P\ \ P ZZ
de

r ^

il vient l’équation dans le plan ( a , , «2) de deux droites réelles issues de 
l’origine, distinctes et appartenant aux premier et troisième quadrants 
(et, d’ailleurs, différentes des axes). Cela résulte aisément de

P  11 >  O, p.y g  >  O, PuPzz — P i ' P i l  >  U.

Pour que F soit définie positive, il faut et il suffit alors qu’on prenne 
pour a,, a 2 les coordonnées d’un point intérieur à l ’angle aigu des 
deux droites, dans le premier quadrant.

On lire de là que, dans le cas de deux espèces, dont l ’une dévore 
l ’autre et dont l’extension de chacune est entravée par l’existence d’un 
grand nombre de ses individus, c’est-à-dire si

p  1 -1 >  ° )  O (p\ <C o) ,

les conditions sont satisfaites et le système est dissipatif.
Dans le cas de trois espèces, une élude complète montre que les 

conditions nécessaires trouvées ne sont pas suffisantes ( 1 ).
11 est naturel de chercher alors si les conditions conformes, au moins

113

( l ) En é cr iv a n t  F  sous la foi me

a i ( Pu P\i ^2 +  Pu  ^a) N , +  a 3 ( p 2l N j -hp 22 N 3H-y?î3 N 3) N 3-h  a 3(/?3l N,-h/?3aN3-(-p 3S N3) IV)(

la condit ion F  — o s ' interprète  dans le plan en coo idonnces  hoinogènes N n N,, i \  comme 
un réseau l inéa ire  de con iques  a u x  p ara m è tr e s  ot,a5a 3.

Les  condit ions nécessa ires étant  supposées  réalisées,  il faut et suff it  que dans le 
réseau , il y  ait une e l l ipse  in décom posab le  im agin aire  (correspon dant  à des a. réels ,  
donc pos it i f s ) .  On peut con sta ter  que le faisceau des d e u x  premières  coniques  cont ient  
deux  paraboles  d is t inctes  se coupant  en des points d ’ un même côté de la dro i te  D,

.£*31 ^1  "F P z i  ^2 PzZ ^ 3  ~

H faut  et suff it  q u ’ il e x i s te  une el l ipse  ( rée l le  é v id em m ent)  du faisceau ne coupant  
pas  D ;  pou r  cela il faut et suff it  que D ne re ncontre  pas  la portion de plan in tér ieure  
a u x  deux paraboles  à la fois,  q u ad r i la tère  curvi l igne  dont on sait seulement que les 
somm ets  sont d ’un même cûlé de D. On écr ira  que les segments  interceptés dans chaque  
parabole  sont e x t é r ie u r s ,  ou,  p u isq u ’ils ne peuvent être enchevêtrés ,  vu la posit ion 
de D, que le m i l i e u  de chacun est e x t é r ie u r  à l ’a u t r e  parabole .  F t  cela conduit  f inale
ment à deux inégalités nouvel les ent ières,  homogènes par  rap po rt  à l ’ensemble  des p ts 
et dont on peut vo ir  a p r io r i  q u ’elles sont de degrés élevés  (p ro b a b le m e n t  i 3 et 26).



P r r >  O, P r s P s r <  °  ( 7" ^  o  ; /*, S =  I , 2 ,  3 )

ne seraient pas suffisantes. On répond par la négative en démontrant 
que ces conditions n’entraînent pas que le déterminant des p rs soit 
positif; il suffit pour cela d’un exemple ( 1 ).

Dans le cas général de n espèces (rc>3 ), cette remarque s’étend, 
c’est-à-dire que les conditions

( 3 3 ) P r r >  O, P r s P s , <  O ( ?' ^  5 ; 5 =  ï , 2,  . . . , H )

ne sont pas suffisantes ; on peut en effet, y satisfaire en choisissant négatif 
un déterminant du troisième ordre déduit du déterminant des p rs par 
suppression de n — 3 lignes et colonnes de memes rangs.

Remarquons seulement qu'un système satisfaisant aux équa
tions (2) (n° 1 ) est dissipatif\ car en prenant ar =  (3r, il vient

F = 2  iW r N ;! .

r

Nous allons montrer que, dans des cas voisins, le système est aussi 
dissipatif. Pour préciser cela, indiquons un moyen de recherche de 
conditions nécessaires et suffisantes (2).

Pour que F soit décomposable en moins de n carrés, il faut et il 
suffit que
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dans des cas étendus, à la réalité,

( 3 4 )

oc, p±% H- 2̂/̂ 21 I P\n P«1

*  n P n  1 “ & i P i  n ^ n P n l  "T~ ^2 P i n
* * * V’nPnn

=  O.

Quand les a, sont fixés, cette condition en les p rs se traduit dans le lan-

( 1 ) Ainsi
i 4 i

— i i ï
— 4 — 2 ï

=  — 5.

( 2) R e m a r q u o n s  que les con dit ion s  d ’e x i s te n ce  de a , >  o, r e n d a n t  F  définie  posit ive,  
s ’o b t ie n n e n t  en ad jo ignant

y?r, . >  o (/' =  (, 2, . . . , n )

a u x  c on d it ion s  pou r  qu'i l  e x i s te  des a,, rée ls  q u e lconqu es  r e n d a n t  F  definie p os i t iv e .  ( Les  
coeff ic ients  des term es  ca rré s  d ’une fo rm e q u a d r a t i q u e  définie pos it ive  sont positi fs .  ) 
A uss i  on se débarrasse  pour les a r de la re s t r ic t ion  q u ’ils so ient  >  o.
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gage géométrique en disant que dans l’espace à n 2 dimensions le point 
de coordonnées p rs ( r, s =  i , 2, . . *, n) doit être sur une hypersurface, 
d’équation (34).

Elle partage l’espace en un certain nombre de domaines connexes ( l) 
dans chacun desquels les nombres des carrés de décomposition de F 
précédés d’un même signe sont constants.

En effet, si les coefficients d’une forme quadratique varient de façon 
continue en conservant le nombre des carrés de décomposition, ceux 
qui sont précédés d’un même signe sont en nombre constant (2). 11 
suffit alors d’imaginer dans chacun des domaines connexes considérés 
une courbe continue joignant un point fixe à un point variable pour 
constater que le nombre de carrés précédés d’un même signe est indé
pendant de la position du point variable dans le domaine.

Désignons par A, les domaines dans lesquels F est définie posi ive. Il 
y en a au moins un puisqu’il existe des points, où F est définie positive, 
qui sont les points

* r P r r >  « ,  * i ' P r s ~ r -  < * s P s r  =  «  ( r  ^  S \  J \  S —  1 , 2 ,  - - - , f l  ).

L’ensemble des points de l’espace à n2 dimensions appartenant à un A; 
correspondant à un système de valeurs positives des ar définit Vensemble 
des systèmes qui sont dissipatifs.

Lorsque le système est dissipatif, quel est le choix des ar? En consi
dérant ces ar comme les coordonnées d’un point dans l’espace à n dimen
sions, l’équation (34) représente, les prs étant finis, une hypersurface 
partageant l’espace en domaines dans certains desquels Si la forme F 
sera définie positive; il y a au moins un 3/ puisque, par hypothèse, pour 
certaines valeurs, a JJ >> o, F  est définie positive. On ferait un raison
nement analogue au précédent.

« 1 4

( 1 ) Un d o m ain e  est un e nsem ble  de points tous in tér ieurs ,  c ’e s t - à - d i r e  tel que P 
é tant  l ’ un q u e lc o n q u e ,  on peut  t r o u v e r  e >- o de façon que les points  de l ’espace distants  
de P  de moins de e (carré  de la di stance  =  somm e des carrés  des différences  des coor
données c o r re s p o n d a n t e s )  appart ien n en t  à l’ ensemble .

Un dom aine  est dit  con n e x e  si l ’ on peut en jo indre  deux  points q u e lco n q u e s  p ar  une 
courbe  continue appartenant  au dom aine .  E x e m p le s  : dans le plan (d e u x  d im en s ion s) ,  
l’inLérieur d ’un cerc le  (c i rc o n fé re n c e  e x c lu e )  est un dom aine ,  d ’a i l le u rs  c o n n e x e ;  dans 
l’espace à v d imensions  l ’in té r ie u r  d ’ une hype rsp h ère ,

(#i — (jjv— avy =  R1,

c ’e s t - à - d i r e  l ’e n se m b le  des points  tels  que

( x x — a x )-H-. . .  -h ( x.t — a.t )5 <  R 1 .

( 2) Voir la Note m a th ém a t iq u e  en fin du chap itre .



Revenons à la condition pour qu’un système soit dissipatif et remar
quons que l ’ensemble des points ( p r s )  tels que

p rr^> o, « r /V i-e  «.?/>.<r== ° (les ar é tan t  fixés >  o)

jouit de la propriété que deux quelconques peuvent être joints par une 
courbe continue dont tous les points appartiennent à cet ensemble. Le 
choix de fonctions continues d’un paramètre, /?,y, satisfaisant toujours 
aux conditions précédentes et reliant deux systèmes de valeurs qui y 
satisfont est immédiat avec beaucoup d’arbitraire.

Soit A} celui des A(- qui contient cet ensemble. Il est intéressant de 
voir qu’il contient un certain voisinage de points de cet ensemble défini 
par

(35) o <  A %Prr% B, | Otrp rs+  CLxp sr \ < T),

yj >  o pouvant être déterminé dès que sont connus À, B et les ar 
tous >  o. Quels que soient

O <  A < B, ar >  o, r\ >  o,

l ’ensemble des points satisfaisant à (35) est connexe, c’est-à-dire que 
deux quelconques peuvent être joints par une courbe continue lui 
appartenant. La possibilité du choix de fonctions continues p ; j t évident 
pour les p rr, résulte pour les p rs(r s) de l’interprétation de

| *sPsr !

dans le plan à deux dimensions, p rSf p sr étant les coordonnées cou
rantes. Cette interprétation n’est autre qu’une bande indéfinie limitée à 
deux parallèles.

D'autre part, A, B et les otr étant fixés, on peut prendre yj assez petit 
pour que l’ensemble des points satisfaisant à (35) n’ait pas de points sur 
l ’hypersurface (34). Le premier membre de (34) est, en effet, un poly
nôme en p rr et arp rs-\- cnspsr\ la partie qui ne contient que des p rr reste 
positive quand A <y;,r < B  etson minimum est un certain nombre p >  o ; 
la seconde partie sera donc inférieure en module à p si tous les 
ar/b\f asPsr sont en module inférieurs à un 7} >  o facile à trouver. 
Avec un choix convenable de rj, les points (35) appartiennent donc à A(, 
puisque A, contient tous les points qu’on peut atteindre par une courbe 
continue sans rencontrer l’hypersurface (34) à partir d’un point pour 
lequel

P r r O, ^ r P r s ^ r' & s P s r ~ —  O,

et satisfaisant à (35). Ainsi :
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E tan t donnés A, B (o  <  A < B )  et des (3rj tous positifs , on peut 
trouver r]^> o tel que les conditions

| ?rPrs-+- ?.<Psr | <  T\ { r ^ S \  r, S =  1, 2, . - - , n )

entraînent que tout système défini par les p rs et qui y  satisfait soit 
dissipatif.

Il suffit de prendre pour les ar les nombres (3r, et l ’on pourra prendre 
aussi des nombres voisins, d'un voisinage convenablement choisi.

I T G

15. Sans étudier davantage les cas où un système est dissipatif, indi
quons quelques propriétés immédiates de fa valeur d 'une asso
ciation dissipative dans (£0, 4-00) [c'est-à-dire de tout système de 
solutions o dans (£W1 +00) des équations fondamentales lorsqu'on est 
dans le cas dissipatif].

Pour une telle association, avec un choix convenable des « valeurs » «r,

uniquement restreint à rendre 22 <xrprsNrNs définie positive, il

résulte des équations (16)

(16)

(1S >

I, *2, . . . .  Tl),

N*),

où F est une forme quadratique définie positive.
Nous avons déduit de là au n° 10 qu'il est impossible qu'à partir d'un 

moment quelconque t{ si éloigné soit-il, il y ait toujours un Nr parmi 
les fonctions positives ou nulles continues d'une solution de (16) dans 
(£0, -b 00) q u i  soit supérieur à un nombre fixe A indépendant de t]. On 
en déduit l’impossibilité, à partir d'un instant quelconque, que

Aot./i, où ol  ̂0Lr (r =  1, a, . . ., 71).

Sinon, en effet, à partir de ce moment,

aNr >  À a.ny d’où 2  n'>  a -«.

ce qui imposerait que toujours un des Nr fût supérieur à A, et cela à 
partir de l'instant choisi. Donc :



Pour des valeurs déterminées ( ')  des individus d 'une association 
dissipative quelconque, on peut trouver un nombre B tel que la
valeur  ^ o crN, û?e Vassociation ne saurait dem eurer supérieure à B

r

à partir d 'u n  certain moment, quel qu 'il soit.

Remarquons maintenant que (18) entraîne, pour des Nt- >  o,

2 “r 5 < 2 a'-E-Nr-

On en déduit en raisonnant comme au Chapitre II, n(> 3 , que
r

doit tendre vers zéro si tous les er sont négatifs. Ce résultat peut 
s'étendre un peu :

S i  tous les zr d 'une association dissipative sont négatifs ou nuis , 
la valeur de cette association doit tendre vers zéro quand le temps 
s'écoule indéfiniment (épuisement de toutes les espèces).
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En effet :
2 « r ^ ^ - F C N l ,  N„),

D'après cela, 2 a,-Nr est une fonction positive décroissante de t \  elle a 
donc une limite \ pour t — 4-  ao. Si ce n'était pas zéro, on aurait

2 « / • N r >  ^  >  O.

d'où, a étant un nombre au moins égal à chaque ar,

2 * > X

ce qui exige qu'il y  ait toujours un Nr supérieur à — >-o.
f l  OC

Or, il est aisé d'établir (2) que l'inégalité sur la forme en

F (Ni, .. ., N„)  <  -fi (Tt > o )

entraîne
I Ny | <  y ( i \ )  ( f  =  i , a, . .  n ) ,

( ! ) G’est-à-dire, les p rs é tant  donnés, pour  tou t  choix

y, y, & r P r *  Nr Nr< définie positive.

r  s
( 2) V o i r  la Note mathématique  en fin du chapitre.

des a,. >  o rendant  la forme
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où 9(*o) est une fonction positive de n >  o convenablement choisie, 
tendant vers zéro avec yj.

En choisissant yï assez petit, soit y)0, ty('o) sera inférieur à ----

Donc, comme à tout instant il y a au moins une des fonctions Nr 

considérées qui est supérieure à la forme F devra, pour ces fonc

tions, rester supérieure à un certain nombre yj0 o. On aurait donc

V  d N r
2_j — , < “  Ti0>dt

d’où

incompatible avec
"N arNr> X >  o,

quel que soit t ^ t 0.
La contradiction impose donc 1 — o et le théorème est établi.

16. Considérons un système de n espèces défini par ses coefficients 
p rsy et supposons que les espèces (m -b i) , (m -j-r), . . (n) existant
seules varient au voisinage d J uu état et équilibre stable, auquel cor
respond les racines qm+ 1 ? . . . , qn de

- V P r s  — O ( r —m i, m y
//Z T” I

équations en +  . . ., n) de Tétât stationnaire.
Etudions ce qui se passe quand on apporte, en petits nombres, des 

individus des m premières espèces à un certain instant t0.
Admettons que, pour des conditions initiales N” , Nîî, . . ., N**, dont 

les (;i -  m) dernières sont fixées et voisines des qn, tandis
que les n premières varient au voisinage positif de zéro en dépendant 
d’un paramètre a (avec existence de dérivées successives), les équations

( 1 6 ) /* — i n)

admettent dans (/0)-[-oo) une solution formée de fonctions continues 
(et analytiques) de et dépendant de a avec existence et continuité 
en (t} a) des dérivées partielles, a restant au voisinage de oc — o, valeur 
à laquelle correspond

=  ]\(| — o1 ' m J •



ÉTUDE DE LA COEXISTENCE DE n  ESPÈCES AVEC DES HYPOTHÈSES PLUS LARGES. 1 19

En désignant par ô la différentielle par rapport à a, pour a =  o, et 
remarquant qu’on peut permuter d  et <3, on déduit des équations diffé
rentielles du système global les (Nr) constituant la solution correspon
dant à a =  o,

( 3 6 )
d ( m r )

dt

Les &Nr sont les parties principales des variations des fonctions 
solutions Nr correspondant aux variations des valeurs initiales N*1, . . ., 

corrélatives de la variation doc du paramètre. Ce sont ces varia
tions qui nous renseignent sur la perturbation apportée par l'intro
duction des m premières espèces et caractérisée par

6NY . .. 8NJÎ.
Puisque pour a =  o,

TV 0  .— . —  TV <ï —11 l — * * * — -yrn~ °?

les fonctions correspondantes jN ], . . ., Nw sont nulles et il résulte 
d e (36)

(37)

ni

m -+- 1

5N r ( r  =  i ,  a .  • * • j m ),

Pis 8Na-

Telles sont les équations permettant de déduire, des fonc
tions Ns(s =  i , n ) représentant l ’évolution du système global
quand N® =  o, . . N;’n =  o et N**.,, . . . N® voisines de qn+t, q„,
c’est-à-dire du système partiel des n — ni dernières espèces au voisinage 
de l’état stationnaire, les variations premières 3Nj qu’entraînent l ’intro
duction des dNp . . ., individus des m premières espèces à l ’ins
tant t(r

Les quantités
n

Er— V P r s ^ s  ( r =  1.2...., m )
■“ “ JTm +-1

jouent un rôle essentiel.
Ce sont pour chacune des m premières espèces les coefficients 

d’accroissement qu’elles auraient en présence, chacune, seulement
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de (n — m) dernières, et sans tenir compte de l'influence du nombre de 
ses individus sur son développement, c’est-à-dire pour un petit nombre 
de ses individus. On les appellera coefficients virtuels d’accroissement 
de ni premières espèces.

Supposons
n

' ( r  “  ^  f r s Ç s <  °  (/■ =  I ,  V!, . . n i ) ,

L

c’est-à-dire que dans l’état stationnaire des (« — m) dernières espèces, 
les coefficients virtuels des ni  premières soient tous négatifs. Alors, 
dans l’hypothèse de variations assez voisines de cet état stationnaire,

n
^  Prs^sC— p <  <> (p>o),

W H -  ]

et il résulte des intégrales des premières équations (3^)

(38)
dt

que pour t "y> t()
8N,.< 8N° (/■= [ , m).

Quant aux 3N,-(f]> ni) ils sont donnés par le second groupe d'équa
tions (3y).

Dans le cas simple où il y  a rigoureusement état stationnaire 
pour le système des (n  — ni) dernières espèces, il vient

( 3 8 ) dt -h 8N5 =  — <7,^ Pii (i =  ni n),
?n-h l

équations linéaires avec second membre, et coefficients constants au 
premier membre.

En posant âN,- =  cjiVi, il vient

(-9)
rfv/
dt 2.

)tl  -h I

pis q^s ~
m

Pig SN£
s1

(i = m -1- 1, . . ., n).

Les équations sans seconds membres de ce système sont celles 
des petites variations voisines de l'équilibre (qm+ij qn) pour
les (/i — m) dernières espèces. Cet équilibre est en effet supposé stable



N -et en posant - 1 =  i -f- v, et négligeant les produits de v(, on obtient ces 
7 ï

équations sans seconds membres [cf. (23)].
Les racines de l’équation caractéristique :
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m i-i 7 i 1 ' X m-h? Ç/fi-i-i P m v \, //- 7 /i
O

Pnym 01 Qm \ 2 P  ti n  7  h   ̂ ^

doivent avoir des parties réelles négatives ou nulies, sinon la solution 
générale des équations sans seconds membres de (3p) ne serait pas 
bornée ( ')  quelles que soient les constantes d’intégration. On aura 
cette solution générale en faisant une combinaison linéaire homogène à 
coefficients constants arbitraires des n solutions fournies par les //racines 
supposées distinctes (cas général) de l ’équation caractéristique.

Pour avoir la solution générale du sysLème (3y) lui-même, il suffira 
d’ajouter une solution particulière des équations avec second membre. 
On aura une telle solution particulière en ajoutant celles que fournirait 
le système (3p) lorsqu’on prend comme seconds membres pour chaque 
équation de rang i successivement :

( £jr — £
( 4o)  “  »•+* '  (& =  h ‘*r— "0-

Pour de tels seconds membres, on cherchera une solution de la forme

(40 X/;I 11 eïffî*- X„ V.

La substitution dans (3q) conduit immédiatement à

( 4 a ) X; pis 7 s Xjç
m-

—  Pig  SNJ) ( i  — p i  -1 i , . . .  m )

( l ) Quand les rac ines  sont di st inctes,  à chacune c o rre sp on d  une solution et la so lution 
gén é ra le  s’obt ient  par com b in a iso n  l inéaire  h om ogène  des précédentes à coef f ic ients con s
tants  a r b i t r a i r e s  d ’où la propriété .  Si une racine est  m u l t ip le ,  d ’o rdre  p , i l  lui  c o r r e s 
pond p  so lutions,  fo rmées  c h ac u n e  de fonctions  de la fo rm e

e KlP i { t )  (1  -  1 . 2 , • • n) ,

P, po lyn ôm e  de degré  p — 1 au p l u s ;  et c ’est en c o m b in a n t  l in é a i re m e n t  toutes  les 
so lu t io n s  fo rm ées  p ar  toutes  le s  ra c in e s  q u ’on obt ient  l ’ in tégrale  générale .  On v o i t  
encore  q u ’ il y  au ra it  contradict ion  à ce q u ’ une rac ine ,  s im p le  ou  non, a i t  une part ie  
rée lle  >  0 et  m êm e si elle est m u l t ip le ,  ait  une par t ie  réelle nulle .
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système aux inconnues X* dont le déterminant est

+ * * * Ptn-hl,n n
P  n, m-h\ m-\-\ * * * P n n  Ç n  Y g

En général yg ne sera pas racine de l’équation caractéristique et ce 
déterminant sera différent de zéro de sorte que les équations (4^) 
admettront une solution unique, d’où une solution particulière du 
type (4 0  pour le système différentiel de seconds membres les expres
sions (4o). S i ^  était racine de l ’équation caractéristique, d’ailleurs, on 
trouverait aisément une solution delà forme

( ^n + i  -h X f. i i ) eTÿ l~ 1, . . ., l, Xrt H- X„ £ ) e

De toutes façons, cette solution particulière tendra vers zéro pour
t -- “f— -20.

Dans le cas général où il n’y a pas de racines nulles ou purement 
imaginaires pour l ’équation caractéristique, c’est-à-dire où l’état station
naire stable est la limite pour t =  -+- ao, on voit finalement que les ôN* 
intégrales de (38) et de valeurs initiales zéro tendront vers zéro 
pour £ — +  oo. Dans tous les cas, d’ailleurs, cherchons à déterminer 
les constantes d’intégration en écrivant que

o N "  =  o ( i  =  m  -+-1 , . . . ,  n).

Les =: i , 2, . . ., m) figurent linéairement de façon homogène
dans les coefficients de la solution particulièrej on en déduit que les 
constantes d’intégration sont aussi des fonctions linéaires homogènes 
des <5N .̂ De sorte que les coefficients constants qui figurent dans 
l’expression des 3NX- tendent vers zéro avec 2, ni).

Ces résultats sur l’allure des ( l), nous les admettrons lorsque 
l’état du système des (« — m) dernières espèces n’est plus rigoureuse
ment stationnaire avant la perturbation mais seulement assez voisin de 
cet état à l’instant t0 de la perturbation; car lesN /(«= m -t- i , . . ., n) 
variant au voisinage des qn les coefficients variables des secondes 
équations (3y) seront très voisins des coefficients correspondants 
constants des équations (38).

D’où la conclusion :

S i  Von perturbe une association biologique d'espèces (S) voisine 
d 'u n  état d 'équilibre stable , p a r  Vapport d 'individus en petits

On a supposé  les ra c in es  s im p le s  pour l ' équation c a rac té r i s t iq u e .  L e s  ré su l ta ts  
subsistent  même s’ il y  a des r a c m e s  m ult ip les ,  cas in f in im en t  peu probable  d ’a i l leurs .
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nombres appartenant à de nouvelles espèces (S '), et si pour celles-ci 
les coefficients virtuels d'accroissement relatifs à Vétat stationnaire 
des premières (S) sont négatifs , ces nouvelles espèces (S') s'épuise
ront tandis que le système biologique des prem ières restera voisin 
de Vêtat d 'équ ilibre  considère.

Si même cet état d’équilibre est un état limite pour le système primitif 
se ul , ce qui arrive s’il est dissipatif, le même système en coexistence 
avec les individus perturbateurs tendra vers cet état d’équilibre.

17. Voici une conséquence intéressante : on sait que dans une asso
ciation dissipative pour laquelle il y a un état d’équilibre, le système 
tend vers cet état; par suite, si un système partiel, nécessairement dissi
patif (*) quand il est seul, admet également un état stationnaire, les 
coefficients virtuels d’accroissement, correspondant à cet état pour les 
autres espèces, ne sauraient être tous négatifs.

Sinon en effet, d’après le théorème précédent, ces dernières espèces, 
si elles étaient peu nombreuses initialement, tandis que les autres 
seraient dans l ’état d’équilibre partiel, devraient disparaître. Ce 
résultat, que les coefficients virtuels d’accroissement ne sauraient être 
tous négatifs, peut s’établir directement. Par de simples transformations 
algébriques, démontrons que :

S i  une association conservative ou dissipative admet un état sta
tionnaire , et s 'il en est de même d'un système partie  f  les coefficients 
d'accroissement virtuels , correspondant à cet état stationnaire du 
système p a rtie l, pour les autres espèces, ne sauraient être tous 
négatifs.

Supposons que pour le système total, l’état stationnaire soit défini 
par q [} . qn ; et pour le système partiel, supposé constitué par 
les (n — m) dernières espèces, l ’état stationnaire corresponde à q q , . . 
q\x. Les hypothèses sont

(4a)

(i =  i, 2, . . . ,  n; Çs >  o),

(/ =2 m-h i, . . n; ç's>  o);

C1 ) Car  si dans une fo rme q u a d r a t i q u e  définie  posit ive ,  on s u p p r im e  les te rm e s  c o n 
tenant certa ines  le tt res,  il restera  une  fo rm e q u a d r a t i q u e  définie  posit ive  par  ra p p o r t  
a u x  le ttres res tantes .
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a r P r s  - ^ r ^

définie positive ou nulle (a,■>  o).
Il suffit de voir que

(  < / 1  - • • • 7  qm\ g'm-r i -  q n — q ’n)

1 \ m 1
qrj

car le premier membre étant positif ou nul, le second ne saurait l'être si 
tous les coefficients virtuels d’accroissement

p™y* (/ ,= i* ^ m)
ni +  1

étaient négatifs.
Pour établir l’égalité (43 ), il n’y a qu’à mettre F (N,, . . . ,  N„) sous la 

forme
m / ni

Y'S\ M  S  Pr^r^s-^  V  /VSN,.Ns

ni
m -t- L 

n
2 r a'‘( ^  PrsNyNs-'r^ Pr*NrN* h
ni +  1 \  1 m l

d’où, le premier membre de (43),

2 , .  * ' q-
m  n  “ I

y  (  P r s  <Is —  y  P r s  (  q S—  q's) 

t m-4-l J
n  i~  m  n  ~7

+  ̂ Ir ! î r- ï r )  +  y  Prsiqs— ?i) •
m -t-1 L 1 ni-h 1

Le crochet qui entre dans chacun de ces termes est égal à

P r s  q s  P r s  qs,

1 ni +  1

c’est-à-dire, d’après (42) ( icr groupe),

s .
ni-h 1

P r s q s-
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D’après le second groupe (42 ) cette expression est nulle pour r >  ni, 
d’où la conclusion cherchée.

En vue d’une nouvelle application  du théorème de la perturbationr 
considérons une association dissipative, n’admettant pas d’état station
naire, la racine q { correspondant à la première espèce des équations de 
l’état stationnaire étant négative; mais supposons que le système 
des (n — i) dernières espèces admette un état stationnaire (donc stable 
puisque ce système partiel est dissipatif). 11 est facile d’établir que le 
coefficient virtuel d’accroissement

Si —
2

Pill's

de la première espèce pour l ’état stationnaire cj[}, . . . .  qn des autres est 
négatif.

En effet, des hypothèses

£y — p r s  q  ’s ~  °

F (N

( i  ^  i - 2,  . . n\ q y<  o ) ,

( j  =  2,  3 , . . . .  n\ q !s >  o ) ,  

a , . j/>,.jrN r N J d é f in i e  p o s i t i v e ,

il résulte, comme plus haut, 

<» <  F(<7i, ? î— q'i, ■ ■

d’où
/l

P r s q ’s O -
S

D’où, d’après le théorème de la perturbation, l'énoncé suivant :

S i  F on perturbe une association dissipative, voisine d ’un état 
FF équ ilibre , par F apport d ’un petit nombre cF individus d'une nou
velle espèce et si les équations de F état stationnaire du système 
global supposé dissipatif admettent, pour l ’espèce supplém entaire, 
une racine négative, cette nouvelle espèce d isparaîtra , tandis que 
le système p r im it if tendra vers Fêtât stationnaire.
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Enfin, donnons encore du théorème de la perturbation du n° 16, 
une application aux associations conservatives à nombre im pair 
d’espèces étudiées au Chapitre II, d’après leur système différentiel :

1 26

ou

P'' Wr &sr N

i <7Nr 
Nr dt N,.

On sait que les espèces ne peuvent toutes substituer avec des varia
tions bornées (voir p. 5g). IJ peut donc arriver a p rio ri que l’ une 
s’épuise, le système tendant à devenir pair. C'est ce passage à (a 
parité  que nous allons préciser.

Supposons que les espèces 1 ,2 ,  . . ., n considérées seules admettent 
un état stationnaire possible caractérisé par les racines ]> o : Q2, . . .  , Q//f 
des équations

n
£r ~J>r~ a sr !N s =  o ( r ~  2, 1. . ■ * ; ft ).

Ce système partiel pair est stable autour de eet état d’équilibre. Si 
donc, à un moment donné, il en est très voisin, alors que la première 
espèce est très peu nombreuse, on conclut (tout comme si les individus 
de la première espèce étaient apportés à ce moment), en appliquant le 
théorème de la perturbation, que, si le coefficient d’accroissement 
virtuel

n

T i  =  £1 -1 ^  Q ,  e s t  <  o,

la première espèce s’épuisera et que les fluctuations du système total 
s’obtiendrôtit en superposant à un épuisement de toutes espèces, les 
fluctuations du système partiel des espèces 2 ,3 ,  . . ., n au voisinage de 
son état d’équilibre.

Ce résultat pourrait s’obtenir autrement comme il est fait, pages 74-75, 
du mémoire de M. V o l t e r r a  (/?. Comitato Talass. lia i.  C X X X I). 
Posant

ÏV— Qr(l — V r )  /■ ~  2. . . ., n
Ni — Q,Vi Qt o et quelconque, par exemple égal à 1 ,

il vient, en négligeant les termes du deuxième ordre, par rapport
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aux vo

QK*
dv, 
dt £ i [h —^  « v i Q, Vl,

ft ^  =
1 r dt 2 . «vrQ.s'O «HrQl '0 ( r = 2, . . . , II).

ce qui met eu evidence le rôle important du signe de

[h «si Q.v

qu’on peut exprimer uniquement au moyen des coefficients fondamen
taux, sous la forme (voir loc. cit.).

=  e,. r-i.

les R/ ayant la signification choisie plus haut page 58.
Sous la condition que la quantité précédente (ou bien encore l\  ) 

soit >  o, les équations approchées en v/ qui s’intégrent par les procédés 
classiques conduisent aussitôt à la propriété annoncée.

18. Pour généraliser davantage les hypothèses fondamentales, on peut

songer à prendre pour les coefficients d’accroissements des fonctions

plus générales que des fonctions linéaires. Indiquons des cas où l’on 
pourra tirer des résulats du système différentiel

(44*) dt- = / i ( N 1} . . N„)N,- (t =  i, 2 , . . n).

f  étant définie pour Nr> o ( r “ i, 2, avec toutes hypothèses
utiles de continuité et dérivation.

Rappelons que du système

dNr __ 
r dt ~ ( (X rj — «$rj ^  O )

dont on supposera que les équations pour l’état stationnaire admettent
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des racines et qui s’écrit encore par conséquent

Pr
dNr
dt

— ̂  tirAsh— N#)N

on déduit

i l  t t -" ' 5 - i  i ,  «~( » ,) ( « = »
i i

ou

ce qui donne

a

dt

;t3rN'r

__ rfNr\ 
rf* / o,

Nr !pr?r =  const.

On concluait de là que, si tous les qr sont positifs, et par suite

toutes les fonctions de N,-, e Pr ̂  
N,.Va

décroissantes de +  oo à un minimum

puis croissantes jusqu’à l’infini quand N,, croît de o à +oo , alors les iNr 
à valeurs initiales positives devraient rester compris entre des limites 
positives.

Supposons alors relativement à (44) qu’il existe des fonctions cp,.(N,-) 
continues telles que

( 4 5 ) y  Ç r ( N , . ) / r ( N | ,  . . . .  N „ )  == O

et non identiquement nulles, par analogie avec les fonctions : p, — ]Nr) 
du cas particulier rappelé.

On déduira

2 . fTSr 
~ l f r d t =  o.

d’où

( 4 6 )

TV
s . r ©/■(>*/•) /tv—_— <mr =  o. 

ni r

Supposons que, de même que les

/ Pr ^ r =  ?r(Nr- ?r !ogNr) ,
les



tendent vers -j- oo quand Nr tend vers zéro ou -|- oo et admettent donc 
une limite inférieure quand on fixe la constante d’intégration. De

2  + r ( N r) =  const.,

r

on conclura, comme dans le cas particulier rappelé, que pour toute 
solution continue dans (£0, -f- °o) et formée de fonctions positives, lesNr 
resteront compris entre deux nombres positifs. Et il en résulte l'existence 
d’une telle solution pour des valeurs initiales positives.

Ainsi est généralisé  le n° 5 (Chap. TT) relatif aux systèmes conser
vatifs et n p a ir j sur les variations bornées d’un système satisfaisant 
à (44) j moyennant les hypothèses de l ’existence des <pr (Nr) et des 
propriétés sus-indiquées des 4v(Nr).

Ajoutons que cette existence des <p,.(Nr) aura lieu si les y,, sont de la 
forme
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(47) fr =  y  F „ ( N 1) Nn)0,(N,) ,
Æ Ê Ê m  je

les ¥ rs et 6S étant continues, les Qs non identiquement nulles, avec

F rs = — F sr et en particulier F r r =  o,

11 n’y aura en effet qu’à prendre
9 r  —  Ô r .

Inversement d’ailleurs, si un système de cpr existe, il est aisé de voir, 
en supposant que l’un des <p,., soitcpi ne s’annule pas, que les f r sont de 
la forme (47).

En effet :
f \ ~  —  L A  -+- ■ * ■ -+- i n  Tn  1j

T1
fl =  /*,
.... • * * ?

f  n —  f n 7

où les seconds membres sont bien de la forme ( 4 7 ) J il n’y a qu’à 
prendre :

6, =  Oj Û* —
f,

■ jF12 — — '— 1

t  2 :î —-  t"1 2 4 —~ ■ ■ • —1 O j

F:),=  F^ =  ... =  o,

17 _ ./ntin -  — —” >

et Fi j  — — F //.
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A côté de cette extension des systèmes conservatifs, indiquons un 
cas que Ton peut considérer comme une extension des systèmes dissi- 
patifs : celui où, relativement à (44)? il existe des fonctions <p,.(N,.) 
continues non identiquement milles, telles que

i3o

N,()?rnVA <ÏMN,,  N „ )

soit négative où nulle, et nulle seulement pour certaines valeurs posi
tives q i , . . ., qn des variables.

Alors
?r( N,-) (TSr 

N,. dt — <ï>,

*l.Ni....... ) dt.

En raisonnant comme aux nos 3 et 11, on conclut que si les

jouissent des mêmes propriétés que plus haut, le système (44) admet 
pour des valeurs initiales positives une solution formée de fonctions 
continues positives tendant vers les qL.

Cela entraîne que les f r s’annulent pour le système des q^ et pour ce 
seul système de valeurs (positives), d’ailleurs.

On peut ajouter sur l'existence des <p,. une remarque analogue à celle 
qui est relative à (4 ;)  : cette existence sera assurée si les y, sont de la 
forme 71
(48) / r = y  F „ ( N , ........ Nn) e 3(rv>

y
1

où les 0S sont non identiquement milles, avec

et

ï7™ ~ si r ^  5,

F r,.<o.

2  °-1

nul seulement pour les valeurs positives q i, . . ., qn.



ÉTUDE DE LA COEXISTENCE DE n  ESPÈCES AVEC DES HYPOTHÈSES PLUS LARGES. i 3 t

I l  n ’y a q u ’à prendre  ®r =  ôr et voir que

n n

I 1

IV. — INTRODUCTION DE L’HYPOTHÈSE DE LA VARIATION DES CONDITIONS
EXTÉRIEURES AVEC LE TEMPS.

19. Dans les équations

dX
(U

nous avons supposé les coefficients p n ,  constants, indépendants du
temps.

Or dans la réalité le milieu extérieur peut varier au moins un peu et 
les conditions d’existence des espèces changer, ce qui se traduit par une 
variation des coefficients avec le temps. Le cas le plus fréquent et le plus 
intéressant est celui de variations périodiques, comme celles qui sont 
dues aux saisons.

Plaçons-nous dans le cas, souvent conforme à la réalité, de petites 

variations de période > autour de valeurs eJÎ, p " s.

Un développement en série de Fourier, qu’on pourra lim iter à 
quelques termes d’ailleurs pour avoir une représentation satisfaisante 
donnera les expressions qu’on adoptera

zr =  s y. ( g lr cos - r t - h  h lr sm 'J  t J j

, K . . K \
Grs cos  sm  — t J  .

Supposons encore que, pour ej!, il existe un état d’équilibre stable 
défini par les nombres positifs q 0̂ , . ., q® et que, les coefficients étant 
variables comme on l ’a indiqué, il y ait pour les espèces, seulement de 
petites variations au voisinage de l’état q\ . . . q'l> Etudions ces petites 
variations.

Nous posons
Nr
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et les équations deviennent

i3-->

d’où, en négligeant les produits de deux quantités prises parmi v0 g'rJ
h/ i ?rs

(49)
d r r 
~dt =  c o s  t +  h), s in  - j  t j

i

—2  cos 7 1 +  p" sin 7-0  —2  (:'5

de la forme

( 5° )  ' ~ j j  -t ^ ,  q ? p f s ^  =  ^  ( G ) ,  cos y  < .. . K 'II7,, sin J  t (GJ., Hf constantes).

L ’intégrale générale s’obtient en ajoutant une intégrale particulière à 
l’intégrale générale du système des équations sans second membre ; on 
sait comment Ton obtient des solutions particulières de ce système en 
cherchant des solutions de la forme

( 5 i ) à , e e t >X?

ce qui conduit pour x  à l’équation caractéristique

( 5 2 )
P*ti | Ç*\ * * • P  nti q "  +  X

Si l ’on suppose, cas général, qu’il y a n racines distinctes X \, . . ., 
il y correspondra n solutions autres que zéro, du type ( 5 i), et leur 
combinaison linéaire homogène à coefficients constants fournira l’inté
grale générale du système (5o) sans seconds membres.

L ’hypothèse de stabilité pour l ’état q{\ . . . q"n et les coefficients e". p®.s 
exige que les parties réelles des Xi soient négatives ou nulles; de sorte 
que dans la solution générale des équations sans seconds membres, il n’y 
aura que des termes périodiques sinusoïdaux, ou pseudo-périodiques 
(produit d’une exponentielle tendant vers zéro par une fonction 
sinusoïdale) ou de la forme ke~Pt(p > o).

Pour trouver ensuite une solution particulière de (5o), remarquons
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qu’il suffit d'ajouter des solutions particulières correspondant à des 
seconds membres pris égaux aux divers termes de la som m e^. Prenons

i
donc comme second membre

G5 cos-*-t-H{?sin-f. 
P P

On remarquera que c’est la partie réelle de

r , J  K . . K t A KGC I cos — ■ t -h i sin — K ) —  i W .i  cos —  t
\ P P  !  \ P

c, svmbole de l’imaginaire)

. . K ' -b i sin — t
P  *

K
O U

(G Pr - i \ \ P r ) e P  ,

et qu’il suffira de prendre la partie réelle d’une solution particulière 
correspondant aux seconds membres :

,K<
(G{!— e '• (r =  i, n).

Cherchons alors une solution particulière de la forme

i r
. P

La substitution donne

(53)
K
--- 1*
>P

et le déterminant de ces équations en yr est

« 0 rj 0P  M î t
.Ki —
P

r )  0 rj  0Pn I Y n

n0 q 0P  I n H n

P?ut f

. KSi donc i — n’est pas racine de l’équation caractéristique (62), les

équations (53) formeront un système résoluble parla règle de Cramer 
et l’on trouvera une solution particulière de la forme cherchée. Dire

que f — n’esl pas racine de (02), c’est dire que la période du terme

considéré dans le second membre de (5o) est différente de celles des 
termes périodiques s’il y en a, dans l’expression de la solution générale 
pour les petites fluctuations correspondant à
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D’où l’énoncé :

S i  les coefficients d 'u n  système biologique varient très peu et avec 
la période T  au voisinage de valeurs moyennes f ip ls (de façon à ce 
qu’on puisse les prendre égaux à des polynômes de Fourier, c’est-à-dire 
à des séries de Fourier limitées à m termes), et s i, pour ces valeurs , le 
système admet un état (E) d'équilibre stable (q {\, . . ., ✓/“ ), tel que les 
périodes des termes purem ent périodiques s 'il y en a dans les varia -

Ttions au voisinage de (E) soient différentes de — (À — i , 2, . . . .  m ),

les petites variations du système pour tr, p rs variables , au voisinage 
de (E), s'obtiennent en superposant aux variations propres (relatives

Tà £rpys) des f i  actuations forcées non amorties de périodes -j*

134

Bien remarquer que l’existence même de petites variations au voisinage
de (E) impose la restriction sur les périodes. Si en effet fré ta it  racine

de l ’équation caractéristique (62) [racine simple, puisque (02) n a par 
hypothèse simplificatrice que des racines simples. Les résultats obtenus 
s’étendraient d’ailleurs au cas, laissé de côté comme infiniment peu 
probable, où il y aurait des racines multiples], le système avec les 
seconds membres

K
(G £— /II£)  e é  1

admettrait une solution particulière de la forme

( ï r — Ÿr t ) e P  ,

tous les yr n’étant pas nuis.
De sorte que dans l’intégrale particulière de (5o), il y aurait un terme

K  Kà coefficient non nul en t cos -  t ou t sin — ty qui n’est pas borné.
P  P  1 1

Qu’il y ah plusieurs de ces termes ou un seul (une ou plusieurs valeurs 
de p  donnant lieu à cette particularité), on en déduirait que l’ intégrale 
particulière et par suite une intégrale quelconque ne saurait rester 
bornée. L ’hypothèse des petites variations écarte donc cetle possibilité.
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NOTE MATHÉMATIQUE SUR LES FORMES QUADRATIQUES.

20. On appelle f o r m e  q u a d r a t i q u e  des variables x-\ . . .  x n un polynôme 
homogène et du second degré par rappo r t  à l’ensemble des variables. On note

( >1 )
E(^i.......#«) =  >, J .auXiXi/  t  f t '*■' J [h J  =  -  - , n)

t /
(a i j  réel ou imaginaire)

(les ^ é tan t  étendus à toutes les valeurs entières de i à n )  et il est souvent 
commode de supposer a tj =  aji .

On d é m o n tr e  qu 'e l le  p e u t  se m e t t r e  sous la  f o r m e  d ' u n e  so m m e  de carrés  
en  n o m b re  v, de f o r m e s  l in é a ire s  in d é p e n d a n te s  ( 1) (à coefficients com plexes)  ; 
et  v. i n d é p e n d a n t  de la  décom posi t ion  en  c a r r é s , p e u t  être é g a l  à  o, i, 2 , 
ou n \  i l  est é g a l  a u  r a n g  d u  ta b le a u  q ue  cons t i tue  le d é t e r m in a f i t  des c o e f 
f i c i e n t s  des f o r m e s  l inéa ire s

-  F2 -  F'1 r■2

( rang  de ce système de formes linéaires).
Si, dans (54), a q = a j ^  ce dé te rm inan t  qu ’on appelle le d i s c r i m i n a n t  de la 

forme quadratique est égal à
« 1 1 * • ■ C7 \ n

a  n i etn n

(dé te rm inan t  des a , / , symétr ique) .
Indiquons le p r in c ip e  de la  m é th o d e  de Gauss  qui permet de faire une décom

position en carrés de formes linéaires indépendantes.
S'il existe un terme carré, c’es t-à-dire  en x'f., soit a rrx f { a r r ^  o), formons

(f> =  F ( JT-x.

On constate immédiatement que cette  nouvelle forme quadrat ique ne con t ien t  
plus x r. Si, en effet, on écri t F sous la forme a rrxf. -f- \>.xr P -h Q, où P est une 
forme linéaire et Q une forme quadra t ique  par  rappo r t  au x-L autres que x n  il 
vient

1
<I> — a r r x j . ~  r>xr V —  Q ---------- ( a r r x r -k- P F .arr

P 2=  O — — . 
a rr

( i )  S i  v = i ,  la con dit ion  d ’ in dépendance  do it  être  considérée  com m e  con dit ion  de 
non n u l l i té ,  les c r i tè re s  d ’in dépendance  s’ a p p l iq u a n t  ave c  ce sens .
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Ainsi on a pu m e u re  F sous Ja forme d'une somme d'un carré

d'une forme linéaire eu X\ . . .  x n ( ÿ a rv une des racines de a rr) el d ’une forme 
quadrat ique par r ap p o r t  à toutes les variables sauf x r.

Si <I> se trouve identiquement nulle, F est done carré d ’une forme linéaire non 
nulle.

Sinon, en adm ettan t  que le théorème soit vrai pour ( n — i) variables, d* fera 
decomposable en un nombre v > i  de carrés de formes linéaires indépendantes en 
. r1; ÆV-i, .zv-Mî On déduit que F est somme de v — i carrés de
formes linéaires en les ; ces formes sont bien indépendantes;  il suffit de voir 
qu’on peut résoudre en les xi  le système obtenu en égalant à des valeurs arb i

traires — —  y'A qui cont ient  effectivement x r et les formes des carrés de <1* qui
 ̂y Ct

ne cont iennent  pas x r ; ces dernières donneront,  vu leur i ndépendance, un système 
résoluble en x X) . . . .  x r- u x r+Xt . . . .  x n \ en transpor tan t  dans la première, on 
trouvera une valeur pour x r et le système total admet donc une solution.

Ainsi s'il y a un terme carré dans F, l’hypothèse que le théorème est vrai 
pour ( n — i) variables entraîne qu’il est vrai pour F.

S’il n ’y a pas de termes carrés,  F peu t  être identiquement nulle. Examinons le 
cas contraire et supposons non nul le coefficient (2 y) de x r x A i y =  a r: =  a sr, 
si a rs =  a sr)

est une forme quadrat ique en les x t moins x r et x ,s-. Car

F =  2 y x r x s -T- 2 P x r -h 2 Q x s, 

où P. Q sont des formes ne contenant  pas x r et x S7 d ’où

;  ( y — i’ ; Q)

Donc F est la somme de cette  forme quadrat ique lIr et de

qui s’écrit sous la forme d ’une somme de deux carres des formes

F — F;, .  . ~ F i , )  -  2 y x r x s ■ f- 2 P Xy-\~ 2 Q x ,

— —  -  P .O .V

V^Y
( F . ' C r + F . ; . . )  C l ( K - ,  -  F l - ,1-

v  y

Si le théorème est vrai pour (n  — 2 ) variables, on considérera une décomposi
tion en carrés de 'F et l’on en déduit une décomposition en carrés pour F: les 
formes de ces carrés sont bien indépendantes,  car en égalant à des valeurs arbi-
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traires, les formes des carrés, il vient un système

F . c„ K  -  a. F'r  — F'  =  rr' r̂ s il

Pa- Y A ( k =  i , y.,

( P Æ, formes des carrés de VF s'il y en a. a, y G cons tan tes  arb i tra ires) .
Ce système équivaut à

OC - + ~

----- - )
2

A — Y k

On peu t  résoudre P* — y* en les x i: sauf x r et x s. 
Les deux premières équations

Y a* P =
a — P

~ T “

Y # r Q
( Y ^  °  )

d o n n e ro n t  ensuite x r et x s.
Ainsi, si le théorème de la décomposit ion en carrés de formes indépendantes 

est vrai ju sq u ’à ( n — i) inclus, il est vrai pour n. Gomme il l’est pour i (e t  a), il 
l’est pour n quelconque.

Ce qui précède don he le moyen effectif d ’obtenir  une décomposition en carrés; 
rem arquer  ^ue la seconde partie du ra isonnement qui précède suppose seulement 
l’absence des termes carrés en x-r  ̂ x'j et Inexistence du terme rectangle x r x s ; le 
procédé donné s’applique dès que m anquen t  les carrés relatifs à un terme rec
tangle non nul. La répétit ion des procédés fournit  bien finalement une décom
posit ion en carrés.

Sans dém ontre r  le reste de la proposition annoncée, sur l ’invariance du nombre  
des carrée, insistons sur cette proprié té  que la  c o n d it io n  n é c e s s a ir e  et s u f f i 
sa n te  p o u r  q u ’ u n e f o r m e  q u a d r a t iq u e  à n v a r ia b le s  se d éco m p o se en  m o in s  
d e  n c a r r é s  (de  formes indépendantes)  est q u e  le  d is c r im in a n t  so it n u l , c 'est- 
à - d i r e  q u e  les fo r m e s  l in é a ir e s  F j , ,  . . . ,  F j  n e  so ien t p a s  in d é p e n d a n t e s .

Ajoutons -sans dém onstra t ion  que si ce d iscriminant  n ’est pas nul, quelle que 
soit la décomposit ion en n  carrés ( indépendants) ,  P7 -4- . . .  H- PH, il est égal au 
carré du déterm inan t  des coefficients des formes P 1; . . . ,  P ,}1

F o r m e s  r é e l l e s . —  S u p p o so n s  m a in te n a n t  q u e  les c o e ff ic ie n t s  d e  la. f o r m e  
q u a d r a t iq u e  so ien t ré e ls .

La méthode de Gauss m ontre  que F peu t  se m ettre  sous la forme d’une somme 
a lg é b r iq u e  de carrés (de formes indépendantes)  à coefficients réels ; en ne consi
dérant pour les formes des carrés que des formes à coefficients r é e ls , l’énoncé 
initial subsiste à condition de remplacer « somme de carrés » par « somme algé
brique » de carrés.

Dans une telle décomposit ion en carrés, il y aura les carrés précédés du signe -i-, 
dits carrés positifs, et ceux précédés du s ig n e — , dits  carrés négatifs.

Une proprié té  très im por tan te  ( lo i  d ' in e r t i e )  est que les  n o m b re s  d e  c a r r é s
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pos i t i f s  et de carrés  n é g a t i f s  sont  in d é p e n d a n ts  de la  décom posi t ion  en  carrés  
(de formes indépendantes à coefficients réels).

On peut donner  une proposit ion simple sur ces nombres,  comme sur le nombre 
total de carrés et qui dérive des propriétés de l 'équation en S, s’écrivant, 
si aij  — a j j

a w —  s a  15 . . a  i „

à  n l • ■ a f, H

On démontre aisément que toutes les racines sont réelles ; cette équation 
exprime en effet que F( . . . . ,  x n) — S (æ'\ -h . . .  -b x'fé) se décompose en moins 
de n  carrés indépendants. Il y a alors pour les variables des valeurs réelles non 
toutes nulles annulant  cette forme (il suffit d ’annuler  les formes des carrés é ’où 
système d ’équation homogène à n  inconnues de rang <  n) .  On en déduit  que, la 
racine S est réelle.

Il est remarquable  que les n om bres  de cari  és p o s i t i f s  et de carrés  n é g a t i f s  
soient p r é c i s é m e n t  é g a u x  a u x  n om bres  de rac ines  posit ives et de racines  
nég a t ive s  ( comptées  avec l e u r  ordre  de m u l t i p l i c i t é ) de V é q u a t io n  en  S.

Tous ces résultats sont, dans le cas de deux variables, connus d’après la théorie 
du tr inôme du second degré : la forme v.x--+- *4 Px y  h-  non nulle, est décom- 
posable en deux carrés ou un seul (il est  toujours sous-entendu : de formes 
indépendantes)  suivant que le discriminant

y
y.'’ J-

est différent de zéro ou non, etc. Dans le cas de trois et quatre variables, il 
s’agit de l 'é tude classique des coniques et quadriques.

U ne  f o r m e  q u a d r a t i q u e  rée l le  est d i te  d é f in ie  si les seules va le u r s  réelles  
des v a r ia b le s  p o u v a n t  V a n n u l e r  sont nu l les .  Gela équivaut à dire que la  f o r m e  
est décomposai) le  en n carrés  in d é p en d a n ts  de m êm e  s igne  : s’il v avait une 
décomposition en moins de n  carrés, on pourrait  annuler  toutes les formes de ces 
carrés pour  des valeurs réelles non toutes nulles des variables et par suite la 
forme quadra t ique ;  s’il y avait une décomposition en n  carrés non tous du m tm e  
signe

P ? - b . ï*/!— Qî —■ • •— Q l n

on pourra i t  annuler  la forme quadrat ique en annulant :

Pi—Qi, P.. P*, O, O

ce qu ’il est possible de faire pour des valeurs réelles non toutes nulles (n  — i 
équations homogènes à n inconnues).  11 est donc bien nécessaire que la décom
position en carrés donne n  carrés de même signe. Cela est suffisant, car alors 
pour annuler  F, il faudra annuler  toutes les formes des carrés, et comme elles 
sont indépendantes, on ne pourra  le faire qu’en annulan t  toutes les variables.

Une f o r m e  q u a d r a t i q u e  rée l le  d é f in ie  est dite posit ive  ou n é g a t i v e , suivant 
que les carrés de décomposit ion sont tous positifs ou tous négatifs. Quelles que



soient les valeurs réelles des variables,  la forme prendra ,  suivant les deux cas, 
une valeur o ou et nulle seulement si toutes les variables sont nulles.

D ans  m ie  f o r m e  d é f i n i e , les co e f f ic ien ts  des ternies carrés  sont  tous d i f f é 
ren ts  de zé ro  : si le coefficient de x'f- é ta i t  nul, la somme des carrés des coeffi
cients de x r dans les formes linéaires de la décomposit ion en carrés serait nulle ;  
tous ces coefficients seraient nuis et x r ne figurerait  pas dans ces formes linéaires ; 
elles ne sauraient alors être indépendantes.

Ainsi les coefficients des termes carrés sont tous posit ifs ou tous négatifs 
suivant que la forme est positive ou négative.

L e  d i s c r im in a n t  d 'u n e  f o r m e  q u a d r a t i q u e  d é f in i e  posi t ive  est p o s i t i f  : c’est 
en effet le carré du déterm inan t  non nul des coefficients réels des formes linéaires 
indépendantes d ’une décomposit ion en n  carrés.

S i  d a n s  u n e  f o r m e  q u a d r a t i q u e  d e f i n i e , on s u p p r im e  les te rm es  c o n te n a n t  
cer ta in e s  var iables^  il  reste une  f o r m e  q u a d r a t i q u e  d é f in ie  p a r  ra p p o r t  a u x  
a u tr e s  v a r i a b l e s , d 'a i l l e u r s  pos i t ive  ou n é g a t i v e  en  m ê m e  te m p s  que  la  
p r e m iè r e .  Il suffit de voir que cette  seconde forme quadra t ique  ne peut s’an
nuler qu’avec toutes ses variables;  sinon on déduira i t  un système de valeurs de 
toutes les variables (en p renan t  zéro pour les variables des termes supprimés)  
réelles, non toutes nulles et annu lan t  la forme primit ive.

Démontrons m ain tenant  que si une  f o r m e  q u a d r a t i q u e  d é f in ie  t e n d  vers  
z é r o , ses v a r ia b le s  ( r é e l l e s ) t e n d e n t  vers  z é r o , c’est-à-dire que Ton peut 
trouver une fonction o ( y )  >  o, tendan t  vers zéro avec y  >  o, telle que

ÉTUDE DE LA COEXISTENCE DE i l  ESPÈCES AVEC DES HYPOTHÈSES PLUS LARGES. i 3 q

entraîne
| F ( x ,. . . ., x n ) | < y

Xi ! <  9(y) (i =  I, ’2. . . - > n).

Résolvons en effet par r ap p o r t  a u \  variables les équations

Fl ~  f’i . * • • ; F71 == Vn *

où P j ,  . . . ,  sont les formes linéaires de la décomposit ion en carrés.
On en déduit x L . . .  x n en fonction linéaire homogène des t>*.
Donc si l ’on assujet t i t  F à la condition | F | < iy, les P ; devront satisfaire

à j Pi | <  y y \  et par  suite, d ’après les expressions des x i  en fonction des valeurs 
des P ;, les x t satisferont à une condition

! xi \ <  A sjy,

où A >  o est choisi assez grand.
D'où le théorème énoncé et la conséquence suivante :

S i  les v a r ia b le s  rée l les  sont a ssu je t t ie s  s e u l e m e n t  à la  cond i t ion  q u ' i l  y  
en  a i t  to u jo u r s  u ne  a u  m o in s  de m o d u le  s u p é r ie u r  ou é g a l  à  a >- o. la  b o rn e  
i n f é r i e u r e  I de V en se m b le  des v a l e u r s  abso lues  de la  f o r m e  d é f in ie  F est 
po s i t ive .

Pn effet, comme la borne inférieure d ’un ensemble de nombres jo u i t  de cette  
propriété qu ’on peut trouver  dans l’ensemble une suite de nombres tendant  vers 
cette borne on conclurait ,  si I était  nulle, que pour une suite convenable de



systèmes de valeurs
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x x n i XT x R  x R  '

F tendra i t  vers zéro; d ’après la proposition qui précède, cela exigerait  que tous 
les = i ,  2 , . n )  tendent  vers zéro quand p  tend  vers l’infini, et cela est 
incompatible avec la restr ic tion imposée aux valeurs q u ’on peut donner  aux 
variables.

P ou r  te rm iner  cet exposé sur les formes quadratiques,  qui, s'il est incomplet, 
suffit à l ' intelligence du chapitre,  établissons en quelques mots cette propriété 
utilisée au cours du n° 14 que si  les coe f f ic ien ts  d 'u n e  fo r m e  q u a d r a t i q u e  
rée l le  v a r i e n t  d ' u n e  f a ç o n  co n t in u e  de sorte q u e  le n o m b re  des carrés  de 
décom posi t ion  reste i n v a r i a n t , les nom bres  des carrés  pos i t i f s  et des carrés  
n é g a t i f s  sont auss i  in v a r ia n ts .

En effet, l’équation en S aura toujours le même nombre N de racines différentes 
de zéro (N, nombre des carrés de décomposit ion). En vertu de la continuité des 
racines d’une équation à coefficients variables, dans un voisinage ( 1 ) assez petit 
défini p a r (0 — s, 0 -h s) de toute valeur 0 de l’intervalle ( / fl. £j) de variation du 
paramètre t dont dépendent  les coefficients, les racines de l’équation en S seront 
assez voisines de celles correspondant à 0 pour que les nombres de racines posi
tives et négatives restent invariants dans le voisinage considéré.  Considérons 
l’ensemble des intervalles (0 — e, 0 e) correspondant  à tous les nombres 6 
de ( / 0, /] ). Du lemmc célèbre de Porel-Lebesgue ( 2), il résulte qu’on peut extraire 
un nombre fini de ccs intervalles, tel que chaque point de (/„, /j ) soit compris 
entre les ex trémités  de l ’un d’eux et l’on peut supposer que chacun n’est pas 
contenu dans un autre .  Considérons alors ccs intervalles rangés par ordre non 
décroissant dos abscisses des extrémités  antérieures.  Deux consécutifs auron t  une 
partie commune et par suite les nombres de carrés positifs et de carrés négatifs 
seront les mêmes dans ces deux intervalles. On en déduit, en considérant la 
chaîne des intervalles, le théorème annoncé.

( 1 ) Ce voisinage est l’ensemble des valeurs de t commun à (£„, £,) et (0 — £, 0 -he).
( 2) Ce lemme s’énonce ainsi : « Si un ensemble d’int er> ailes est lel que tout point 

de ( £„, t x ) est intérieur à l’un d’eux au moins (au sens étroit ; c’esl-à-dire compris entre 
les extrémités, celles-ci exclues), on peut extraire de cet ensemble un autre ensemble 
jouissant de la même propriété, mais comprenant seulement un nombre fini d’intervalles



CHAPITRE IV.
SUR LES ACTIONS HÉRÉDITAIRES COMPARÉES EN BIOLOGIE

ET EN MECANIQUE.

I, N ot ion  d 'h é r é d i t é  et sa t r a d u c t io n  m a t h é m a t i q u e  : 1 . idée d ’hé réd i té ;  sa 
signification spéciale. — 2. Equations de l’évolution de deux espèces avec 
des hypothèses simples d’hérédité.  — 3. Notions de mécanique héréditaire.  — 
4. Analogies. — 5. L’idée la plus générale d’hérédité et sa forme m a th ém a
tique.

II. É t u d e  de la  coexis tence d 'u n e  espèce d év o ra n te  e t  u ne  espèce dévorée  
d a n s  V h yp o th è se  d ’une  h é r é d i té  in v a r ia b le  et l in é a i r e  : 6 . Principe des 
lluctuations. — 7. Proprié tés  de limitation pour  ces lluctuations. — 8. Lois de 
conservation et per turbation  des moyennes.

III . E n e r g é t i q u e  héréd i ta ire  en b io log ie  (cas p r é c é d e n t  avec  p e t i te s  f l u c t u a 
tions') et  en m é c a n iq u e  à  un  seu l  p a r a m è t r e  : 9. Equation  énergétique fon
damentale.  — 10 Conséquences mécaniques et biologiques. — 1 1 . Mouvement 
spontané en mécanique et problème biologique. — 1 2 . Recherche de la pér io
dicité. — 13. Problèm es avec hérédi té  postérieure  à un certain instant et 
généralisations.

N o te  m a t h é m a t i q u e  : 14. Équations intégrales de Vol terra.  — lo .  Système 
intégro-dif lerentiel  commun au problème mécanique et au problème biolo
gique des petites fluctuations. — IG. Système intégro-différentiel du problème 
biologique général. I.

I. —  NOTION D’HÉRÉDITÉ ET SA TRADUCTION MATHÉMATIQUE.

1 . Dans tout ce qui précède, nous avons toujours raisonné comme si 
l ’évolution future d’un système biologique était complètement déter
minée par la connaissance de son état actuel, ou si l ’on veut, comme si 
le passé n’avail pas d’influence. Mais rappelons-nous que, dans la mise 
en équation de l ’évolution d’un système biologique par la théorie 
des rencontres, nous avons supposé que les rencontres, quand elles 
n’étaient pas indifférentes entre individus d’espèces distinctes, avaient
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un effet immédiat se traduisant par une variation instantanée du nombre 
d’individus; et si cela est légitime pourl’espèce détruite, il n’en est plus 
de même pour celle qui profite de la rencontre; et il est évident qu’au 
contraire1, l’effet favorable de la rencontre ne peut se manifester qu'avec 
un certain retard. L ’état d’un système biologique à un moment donné 
semble donc bien devoir dépendre des rencontres ayant eu lieu pendant 
une période plus ou moins longue précédant ce moment; et dans les 
chapitres qu’on vient de développer, on a, somme toute, négligé la durée 
de cette période. Il convient de tenir compte maintenant de l’influence 
du passé.

On rencontre, en physique , dans l’étude de l’élasticité, du magné
tisme, de l ’électricité, bien des phénomènes analogues de retard, traî
nage ou hystérésis. On peut dire que dans le monde inorganique il 
existe aussi une mémoire du passé, comme la mémoire du fil de torsion 
dont la déformation actuelle dépend des états antérieurs. Pour marquer 
la distinction entre de tels phénomènes et ceux de la mécanique clas
sique, de la mécanique céleste où, avec la plus grande exactitude, les 
conditions initiales (fonctions et vitesses) déterminent l’avenir, 
M. P icard a qualifié à?héréditaire la physique des premiers phéno
mènes ( 1). Ainsi s’est introduit en mécanique ce mot d’hérédité sans 
aucun malentendu possible sur sa signification.

Mais lorsqu’en physique l ’hérédité entre en jeu, les équations diffé
rentielles et aux dérivées partielles ne peuvent plus suffire; sinon les 
données initiales détermineraient l ’avenir. Pour faire jouer un rôle 
à la suite continue des états antérieurs (infinité de paramètres ayant 
la puissance du continu), il a fallu recourir à  des équations intégrales 
et intégro-différentielles où figurent des intégrales sous lesquelles 
entrent les paramètres caractéristiques du système fonctions du temps 
pendant une période antérieure à l'instant considéré; on a même 
introduit des types plus généraux d’équations aux dérivées fonction
nelles. Les problèmes d’hérédité rentrent ainsi dans l'Analyse fonc
tionnelle et M. Volterra s’est déjà longuement occupé de cette méca
nique héréditaire dans ses Leçons sur les équations intégrales et 
intégro-différentielles , puis ses Leçons sur les fonctions de lignes 
professées à la Sorbonne en 1912 (-), et récemment dans un Mémoire (*)

l4 2

(*) L a  m écanique classique et ses approxim atio n s successives (Jtiv . <ft S c ien za , 
vol. 1 , 1Q07 ).

( 2) Ces o u v i a g e s  sont parus  en 1 9 ■.‘i dans la « Collect ion de Monographies s u r  la 
théor ie  des fo nct ions  » de 1C B o r d .  Dans le d e rn ie r  ch ap it re  de ce second Ouvrage  sont 
lon gu em ent  déve loppés  l ’ in troduct ion  et l ’usage de l 'hérédité  en mécanique  et phys iq u e .



du Jo u rn a l de Mathématiques (t. VII, fasc. III, 1928), intitulé S u r  
la théorie mathématique des phénomènes héréditaires ; enfin dans 
l'ouvrage : Theory o f functionals and o f integra l and integro- 
differential equations, by V. Volterra (Blackie and Son Limited, 
London and Glasgow, 1980).

Dans les phénomènes biologiques de coexistence d’espèces, qui ont 
avec la physique héréditaire l’analogie des influences du passé, nous 
emploierons encore les mots d’hérédité et d’action héréditaire, à défaut 
d’un langage spécial. Mais on les comprendra dans leur sens nouveau 
qui 11'a rien de commun avec la signification ordinaire en biologie 
indiquant une transmission de caractères d’un individu à un autre qu'il 
engendre. Des exemples ne sont pas rares de telles nouvelles significa
tions d'un mot : citons seulement la « lumière » obscure des physiciens.

Aussi nous nous permettrons de qualifier d’héréditaires les phéno
mènes biologiques où la suite continue des états passés joue un rôle 
dans dévolution future. Nous allons nous occuper de telles questions, de 
leur étude mathématique et montrer dans quel étroit rapport elles sont 
avec la mécanique héréditaire du monde inorganique, au point de vue 
analytique surtout ( 1 ).

2 . Reprenons donc l'étude de deux espèces dans un milieu bien 
délimité, l'une dévorante, l'autre dévorée [vo ir  Chap. I). Pour la pre
mière, dévorée, nous conserverons le raisonnement qui conduit à

=  £., Nj dt — y, Ni N 2 dt (e,, Yi > ° ) .

Pour la seconde, nous avons été conduit en admettant que les ren
contres aient un effet favorable immédiat, à l'équation

f/N* ~  — z3 N2 dt -h y 2 N1N2 dt ( e2, y2 >  o).

Nous n’allons plus négliger maintenant le retard de cet effet.
Admettons que dans la seconde espèce au moins la distribution par 

âge des individus reste constante et soit cp (£) d\ le rapport du nombre 
des individus d'âge compris entre £et £ +  d\ au nombre total des indi
vidus de cette espèce dévorante. Alors le nombre des individus dévo-
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( * )  Nous re p re n d r o n s  ici,  avec  p lu s  de d é v e lo p p e m e n ts ,  la qu atr ièm e  part ie  du 
Mémoire  fo n d am en ta l  « V a r i a t i o n i e f lu t luaz ioni  del nu m éro  d ’ in d iv idu i  in specie a n i 
mal» con v ive n t i  » {R . Com itato Talass. H Venezia ,  1927)  où l ’on s’occupe des act ions  
h éréd ita i re s  en biologie.
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rants ayant à l'instant t un âge au moins égal à Q est

N. (J) f  <P(Ç)̂ E =  Nï ( 0 / ( fl) ( f ~ °  et ^  o).
A

Parmi les N2(f) individus existant à l ’instant t, il y en a donc 
— T) çl ul e:xistai€nt déjà à l'instant t antérieur. Par la théorie 

des rencontres, on voit donc que la quantité de nourriture en individus 
de première espèce, absorbée pendant l’intervalle (r, r-^-dr) par les 
individus de seconde espèce qui existaient à la fois aux instants r et /, est

y f ( t  — x) IV| ( t ) N , ( 0  ch.

On peut admettre que cette nourriture crée un accroissement de

— x) d t , ^ f ( t  — T )N 1 ( T ) N s(/)rfx  ° e t ^  o),

individus de seconde espèce pendant l'intervalle (*, t-\~dt), de sorte 
qu'en sommant ces effets supposés indépendants, il vient

N5( t )  d t  j  7 / — ~ ) f (  t — x ) Nj ( x ) <7x.

On est ainsi conduit à remplacer la seconde équation différentielle par 
l'équation intégro-différentielle

c/N* =   e.2 N; d t  -r- N* dt  f  F(£   x) N ! (x ) dz
\J-- 30

(F  et ^  o),

D'où le système d'équations de l'évolution des espèces

(/Ni
d t — N* (0 [ £i— 7i NsfOL

(O j "dT T̂s(0  —£2-i“J *  F(? x)Nl(x)rfxj

( F  ^ o  et

cas particulier du système plus symétrique

i = £ fi—Yi N,(<) — J  Iri(« —-)Ns(-)rftj Ni(«),

j ^  =  F  ElH- Y , N , ( 0 - f  F s( < - T ) N , ( T ) r f T l ^ ( i )

( Ei; 3i» Yi) Yî = 0 > F] ^ o, o, et  plus spécial1 v t >  o, F ,  ^  o

( a )



SUR LES ACTIONS HÉRÉDITAIRES COMPARÉES EN BIOLOGIE ET EN MÉCANIQUE. 1 45

qu’on peut encore écrire

( 3 )
d t

d t

F i ( x ) N 2 ( t — t ) dx 

F2(t)N i(f —

Ni(0 ,

N z(t).

On peut d’ailleurs justifier autrement de telles équations pour notre 
système biologique. Dans le Chapitre I, nous prenions comme coeffi
cients d’accroissement respectifs dans la coexistence, e ,— j/}Na et 
— e2 —f— j/2Ni, fonctions linéaires pour chaque espèce, du nombre des 
individus de l’autre espèce. Pour tenir compte des actions héréditaires, 
nous pouvons exprimer que ces coefficients d’accroissement à l'instant t 
dependent, pour chaque espèce, de la variation antérieure de l'autre 
espèce ; et l’on peut le faire en ajoutant les intégrales qui figurent dans 
les crochets.

Si nous admettons que le passé n’a d’influence que s’il ne dépasse pas 
un certain éloignement et si T 0 désigne cette duree d y hérédité, il n’y 
aura qu’à supposer

F i(0 )  , > T
=  o p o u r  £ >  1 

F , ( 0  j 1 ~

ce qui permet de remplacer

f  F j (7 — t ) N 2( t ) é/t et  f  F 2( £ — t) N 1 ( t ) 7 t
• / —  on M

par

ou bien

f  F ] ( é —  t ) N 2 ( t ) 7 t e t  /  F 2 ( £ —  T ) N i ( x ) 7 T

dt — T„ d (— j a

j rt “F ^ H- oc
' F i(*c)N .j( i— x) dx et /  F « ( t ) N 1(^ — x) dx

n d  n
s* T0

par f  portant sur les mêmes fonctions.
d<)

Dans tous ces raisonnements nous n’avons pas introduit, pour sim
plifier, l'influence d’une espèce sur elle-même quand elle devient trop 
nombreuse ( 1 ).

(M L ’é lu d e  du  m êm e  p ro b lè m e  ave c  des coef f ic ients  d ’am ort issem eDt c o m m e  ce u x  du 
ch ap it re  précédent  a été fa ite  p ar  M. B r e lo t  dans un M ém oire  qui para îtra  p ro ch a in e 
ment  dans  les Arm ait dt M atem atica  sous le t i t re  S u r  le problèm e biologique h éré
d ita ire  de d e u x  espèces dévoran te et dévorée.
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L a prem ière question qui se pose au sujet des systèmes (i), (2) ou 
(3), c'est celle de Inexistence des intégrales. Faisons sur le système (3) 
les hypothèses suivantes : £)t y,, e2, y3, constantes > 0 ; F|, F a, fonc
tions >0, continues et telles que

f  F . ( t ) d -

aient un sens, c'est-à-dire aient une valeur finie.
Supposons connues dans (— oo, £0) les fonctions N,, N3 assujetties 

dans cet intervalle à être continues, bornées et positives. Ou bien, dans 
le cas de l'hérédité limitée où F ,, F 2 sont nuis pour t > T 0, on supposera 
connues, continues et positives N{, N3 seulement dans (/0— T ft, t0).

Dans ces conditions, on peut démontrer que le système (3) admet 
dans (/0) -f- 00) une solution formée de fonctions N*, Na > 0  et pro
longeant continûment les valeurs données, et que cette solution est la 
seule dans tout intervalle (t0, L ).

Nous renvoyons pour la démonstration à la Note mathématique en fin 
du' chapitre et nous concluons tout de suite que la connaissance des 
fluctuations des espèces pendant une durée égale à la durée d ’héré
dité su ffit , grâce aux équations admises, à déterm iner complè
tement les fluctuations fu tu res  ( f).

3 . Nous avons déjà remarqué l’analogie des systèmes biologiques et 
des systèmes mécaniques. Ainsi dans un système biologique conservatif, 
la valeur de l'association reste constante, de même que l’énergie totale 
d’un système mécanique conservatif sans influence externe. De plus, il 
y a pour les deux, au voisinage d’un état d'équilibre, des fluctuations 
ou oscillations non amorties. Pareille analogie existe entre les systèmes 
biologiques dissipatifs et les systèmes mécaniques avec frottement; il y 
a diminution parallèle de la valeur de l'association et de l’énergie méca
nique et semblable amortissement, des petites fluctuations.

L ’analogie est plus marquée encore pour les petites fluctuations bio
logiques et les petits mouvements en mécanique dont les études se

(l) Dans le Mémoire  fondam ental  p lu s ieurs  fois  cité par  e x e m p le  page  1 ̂ 3  ̂ M. Y c l te r ra  
énonce  et em plo ie  ce théorème d 'ex is ten ce  en in d iqu ant  seulem ent  la  possibil ité  d'une 
d é m o n s t r a t io n .  Dans la note en fin de ce chap it re  cette d é m on st ra t io n  est déve loppée 
dans ses déta il s .  E l l e  ne présente  pas se u le m en t  de l ' in térêt  pou r  l 'équ at ion  intégro- 
di fférentie l le  p ar t ic u l iè re  à laque l le  e l le  se rapporte ,  m ais  el le peut  s e r v i r  aussi  de 
modèle  pour  é ta b l i r  des théorèm es  d ’ e x i s te n c e  dans  le dom aine  des é quat ions  i n ; é g r o -  
d i ffércnt ie l les .  L a  r e m a r q u e  re la t ive  à l ’unic i té  est de M. Bre lo t .



ramènent à celles d’équations linéaires. Pour un système biologique 
conservatif oscillant au voisinage de Tétât stationnaire (<yM . . q n) on 
a obtenu, en posant
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les équations linéaires

d’où

et, en intégrant.

N; — v

n d'h- V  Ï ’- J Ï  = 2 i a*r<lr'‘S, 
1

V  Q2 i ^  ' HT =  ° 

’- V  prV? =  const. ,

équation analogue à celle des forces vives en mécanique.

Pour un système dissipatif, cette même quantité ~ 2 (3rv2, où les (3r sont

toujours les valeurs des individus des différentes espèces, irait en 
diminuant.

De Lelles analogies se poursuivent entre biologie et mécanique quand 
on introduit les actions héréditaires. C’est ce que nous allons voir en 
établissant d’abord les equations générales de la dynam ique hérédi
taire.

Prenons d’abord un système mécanique auquel s’appliquent les équa
tions classiques de Lagrange qui seront, avec les paramètres indépen
dants . . ., qH la force vive,

T = disqWs,

le potentiel — & des forces internes et les forces externes , . . ., 2>ri 
fonctions du temps seul

(4) d  /  dT
d t

d (T  — Q) 
àq\.

<S) ( 1  —  1 , 2 , . . . ,  f i ) .

Si les dis sont des constantes et si

Q=  i 2 i 2 i buqiq*

avec des bu constants, les équations prendront la forme classique de la
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théorie des petits mouvements

(5) ^  bisqs =  Üi ( i =  1 , 2 , . . . ,  n)
i s

et dans le cas d'un seul paramètre, l ’unique équation

(6 ) a q ,;-t- bq =  S.

Il s’agit de modifier ces équations pour tenir compte des actions héré
ditaires.

Prenons le cas d’un seul paramètre et supposons qu'à l ’instant t 
l’influence du passé agisse comme une force, dont on prendra, comme 
expression, par analogie avec ce qu’on a vu plus haut

f  <ï>(£ — - ) q ( - ) d -  ou f  4>i ~) q i t  — ~) d~ (*) (4> continue).
J — »  ̂o

L ’équation devient alors, si a =  i , cas auquel on se ramène par change
ment de paramètre,

(7)
 ̂ Z'*-*' w

q " - h b q ~  I & ( t —  'z) q ( x )  d t - h  & =  J <b( ï ) ' q( t  — t) r /x-b 52.
* — co 0̂

En supposant que l’hérédité a une durée limitée T 0, c'est-à-dire si 
<P(t ) =  o pour r > T 0, il vient

(8) q 1 bq =  f  $ ( £ — : ) y ( i W ;  +  â =  f  4>(x) q(t  — t)//t +  2 .
J t —T0 0̂

Cette force supplémentaire est la résultante des actions élémentaires 
<I>(£ — r ) q ( r ) d r  relatives à l’intervalle antérieur (t, r-f-rfr). Aussi 
dit-on que l'hérédité est linéaire.

Ajoutons qu’on admet comme postulat fondamental que les actions 
héréditaires tendent à retarder toute dissipation du déplacement q (de la 
position d’équilibre q = o ) ,  dissipation qui pourrait tendre à se pro
duire spontanément (sans force externe). Si donc q est resté positif
dans Q* \  et si 6 >  o de telle sorte que sans hérédité ni force

externe on aurait q” =  — bq <C o, l ’hérédité devra augmenter q \ c’est-à-

f 1 ) Naturellement, on fera des hypothèses convenables pour que ces intégrales aienL

un sens. On s’astreindra d’abord à ce que
-+- »

(t) dx ait un sens.
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dire que

Aussi supposerons-nous
> o et fé o.

Comme on admet aussi qu’une action héréditaire est d’autant plus 
faible, à égalité de déplacement q , qu’ elle est plus lointaine, on supposera 
que <P(t) qui doit tendre vers zéro quand th^ + oo est décroissante 
quand elle n’a pas encore atteint zéro.

On admettra enfin que, si l ’on a maintenu q constant pendant une

durée j ^ » il ne peut j  avoir ensuite, spontanément, qu’une diminution

de la valeur absolue de l’écart q. Par suite, comme à l’instant t final de
1 ,. 11 \ ( t —  T 0, t) ) r1 intervalle { \ \  on aura, sans lorce externe,

( (— °0, 0 \

q = - q

il faudra que

( 9 )

r  ( T0
~  / *(

J  0

’ > * ] ■

f T °

S . <ï> ( t } d~ =  m  /> o.

Sinon à l’ instant t) ou bien ~  >  o et il y aurait déplacement avec aug
mentation de \ q\ \ ou bien

( + »
1 T

f  <1>(t)</t = 0,
n

et comme q — o le postulat fondamental de la mécanique qui impose 
le repos quand il n’y a ni vitesse, ni force initiale, exigerait ici qu’il n’y 
ait pas de déplacement.

Aux propriétés de ^ on adjoindra donc

(i°)
- 1

( t ) dx =  m  >  o.

Il est naturel maintenant d’écrire les équations (7), (8) sous la forme

(ii) mq £ 'ï’O H îO ) — ?(* — *)]<* =  2.
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L ’action interne peut donc être considérée comme résultant de la 
force — mq proportionnelle au déplacement actuel et des forces héré
ditaires

$ ( T) [(l ( l ) — ?(* — ‘ VJ d~

proportionnelles aux excès des déplacements actuels sur les déplace
ments qui ont eu lieu pendant la durée de l’hérédité.

On peut généraliser tout ceci au cas d’un nombre quelconque de 
degrés de liberté; nous nous contenterons de renvoyer là-dessus au 
Mémoire du Jo u rn a l de Mathématiques cité plus haut, p.

4 . Rapprochons les équations obtenues dans les problèmes biolo
gique et mécanique :

( 3 )

et

osons

rfN,
t ^  :

r  ' T»
n

Fi ( t ) N2 ( t — x ) dz  ] N | ( t !d t
L — r .  N: ( 0 — /

1 + '
r > T0

r.

F 5 ( x ) N ! ( t — x ) rfx J N 2 (' t )d t  “  1; — I

( £ i j £: >Yi, Y2 = 0 î F , ^ o ; et même y, >  °, F 2 ^  o).

l T0
q" ~i~ bq  =  f  * £ ( " )# ( * — x W x - 4 - S .

( -f
f  ° ( - ) r/x = rl7 f  ° Fs(T)rf7 = r3.
0

Les équations biologiques seront satisfaites pour

N ,=
Y i -H  t  o

-  = K „  Ns =  Tr- ^ ïr =K*,
Ti-t-Ti

qui correspondent à un état stationnaire. 
En posant

N, N.
K, ~ l ~r V1'

elles deviennent, lorsqu’on néglige les produits de termes q % comme 
on le ferait pour étudier des petites fluctuations au voisinage de l’état
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stationnaire :

( 1 2 )

f -h so

, d q \
d t -  K s — ï l ? 3 — /

f T0

F i O )  <h(t — t ) (Y"C
0

j ( Y i >  0) OAil

<
- ( H- «

dq*
d t

=  K, Y s t f i - H  /  
do

t T0
F 2( t ) q \ ( t  — t )

1 ( ï î ^ 0 ! F î >  ° (entre ü et - r x .  ou T 0).

D’autre part, en posant, pour l'équation de la mécanique,

q =  çi, q^

l ’équation unique équivaut au système

dq\

(13)

dt  =  

dqs
| H- 
I Tn

- T ] ^ + S .- j f  — f  * 0 )  ?i(*

On voit ainsi que (ta) et ( î 3) rentrent dans le type
j  - t-  »

do r 1 T°— - f  - OC, ^  £ —f- /  9  2 ( ^ ™  ) d T “  c2] j

( » 4 ) |  -4- °o
l T0

— *0 dx =  S 2,
o

et aussi dans le type

( i 5 )

,  ̂ J
+  P i ? . +  y '  * i ( " ) [ ÿ î ( <  — "O — tf îCOl '* O'),

d q 2
\

i -+■
I T

-h p2 ? i+  T ^ ( t) r?i(^—t ] — <?l(o ] ^

On obtient le cas dynam ique (i i - 1 3 ) en prenant :

3 ,  — o, <t»1 =  o 7 a-! ou [j-! =  — i ;

r -+- «o
dx o,

«'o

avec <I>2> o, fé  o et décroissant tant qu’il n’est pas nul.
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On obtient le cas 
prenant

biologique (12) des petites fluctuations en 

£>! == 2, — o,

ou ? 1 -  f  Û *i(T)^/T>0

3U OU p;>
r> ( To

/ * .0 )
«-''0

fft < O

(4>,So),

(<t>2< O, ^  O).

Terminons ce rapprochement par une propriété fondam entale des 
équations (i4) ou ( i 5) qui s'interprétera immédiatement en biologie et 
en mécanique : c'est que si les fonctions continues </,, q* sont connues 
dans l'intervalle (— 00, £0) ( ’) ou (£0 — T 0, /0) s'il y a hérédité limitée, et 
les fonctions du temps & t, données continues dans l'intervalle (£0, 
où tA >  t0, les <ï> étant également donnés dans (o, +00) (et nuis au delà 
de T 0 dans le cas d’une hérédité limitée), les équations (i4) ou ( i 5) 
déterminent d'une façon unique et q2 dans l’intervalle (/0, £<).

Nous renvoyons pour la démonstration à la Note mathématique en fin 
du chapitre et nous tirons tout de suite les conséquences suivantes :

Si en m écanique, on connaît les déplacements pendant une période 
de temps égale à la durée d'hérédité et si l ’on connaît les forces externes 
dans un intervalle de temps qui suit, on pourra calculer les déplace
ments qui ont lieu pendant cet intervalle de temps. Et ceci est vrai 
d'ailleurs quel que soit le nombre de degrés de liberté, comme il est 
généralisé dans le Mémoire précité du Jo u rn a l de Mathématiques.

E n  biologie, dans l ’hypothèse des petites fluctuations au voisinage 
d’un état équilibre, si on les connaît pendant une période de temps égale 
à la durée de l'hérédité, les équations du problème détermineront de 
façon unique les fluctuations futures.

5 . Dans ce qui précède, nous avons traduit les actions héréditaires

f 1) On suppose seulement sur ces valeurs données avant tQ et sur les *I> que
-4-  00 yz

I  <I\{ t)7 ,(  t — -) d' ,  I
< 0  ̂ U

et les analogues en permutant les indices aient un sens et soient des fonctions continues 
de t ^  t0.

C’est ce qui aura lieu par exemple si les <t> sont de la forme (s >  o, | % j borné)
et si les q sont bornés dans (— oo, lG).
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par des intégrales

4>(t ) q ( t — t ) (fa,

ce qui, comme on Ta dit, revient à sommer les actions élémentaires pro
venant de Tétai q(t — t ) pendant (t — t — é/ t , t — t ) .  On peut exprimer 
beaucoup plus généralement Taction héréditaire qui dépend de toutes 
les valeurs de q dans la durée d'hérédité. Cela nous amène à parler des 
fonctionnelles ( 1 ).

Imaginons qu'à toute fonction f  (x) continue dans l'intervalle (a, b) 
fini ou non, assujettie ou non à certaines conditions, on fasse corres
pondre un nombre par un procédé déterminé, par exemple aire d'une 
courbe représentative, longueur s'il y en a une, éléments analogues 
pour une fonction de cette fonction f { x ) ,  etc. Ce nombre z } corres
pondant à la ligne y  =  / ’(#), est dit fonction de ligne ou fonctionnelle 
et Ton note

* =  F[/<*)].

On peut imaginer que le procédé de correspondance est défini 
même quand a et b ne sont pas fixés, mais quelconques, ou bien 
assujettis à certaines conditions; et le nombre z correspondant à la ligne 
tracée entre les abscisses a et b est une fonction de cette ligne qu'on 
notera

-S =  F [/<>)] •

Sous certaines conditions, on peut définir ladérivée pour un point 5? =  ̂  
de cette fonction de ligne, comme la limite du rapport de la variation 
de z à celle de Taire de la courbe quand on fait varier la courbe d'un 
même côté (augmentation ou diminution des ordonnées) au voisinage 
du point d'abscisse £. On note cette dérivée

F'[/ 0 ib’ *]•
On définit ensuite les dérivées successives

F!“>[/(^); ît, f„l

et Ton peut démontrer sous certaines restrictions une propriété qui

P )  Voir p o u r  un exposé  d é ta i l l é  de ces quest ions ,  les Leçons sur les fonctions de 
lign es  c i tées  plus haut,  Chap.  I ,  I I .
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généralise le principe de l'inversion de l'ordre des dérivations d'une 
fonction d'un nombre fini de variables, c'est-à-dire la symétrie par 
rapport aux lettres

Le développement de Taylor peut se généraliser pour les fonction
nelles et l'on démontre sous certaines conditions

( 1 6 )  F  [ / ( * )  +  • { ■ ( * ) ]  =  F  [ / ( * ) ]  H -  j T  f ' [ / ( ï ) ,  5 i ]  * ( É t ) r f ç t

■+■ 77 f  f  F1" ["/(x )- ?i-üd 'K ïi)'H Si)
2 * J a J  a l a  J

et (extension du développement de Mac-Laurin)

(17) F ^ ( i ) ]  = F [ “ ] + /* F '[°> j* ] 'î,a .)rfï.

 ̂f  j f  F"[o. Ç„ ?.] WÉOWSOrfÇirfEi.
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développements en séries convergentes.
Parmi de telles fonctionnelles, les analogues des fonctions linéaires 

seront du type linéaire

( 1 8 ) F =  ç(a, b) -h J  $(«, b, ?) <K5) rfÇ,

obtenu en ne conservant que les deux premiers termes du développe
ment.

Et r on remarquera que les fonctionnelles

f  <!>(« — x)ç(x)dz =  F^ç jT )^ ,

introduites pour représenter l’action héréditaire sont justement de ce 
type linéaire. On peut dire que l ’on est conduit à la forme mathéma
tique choisie pour l’action héréditaire, en développant cette fonction
nelle, remarquant que le premier terme est nul si l’on veut que q~~ o 
ne laisse pas d’hérédité, puis conservant seulement le terme qui suit et 
enfin admettant que <ï>, qui dépend de t et r, est fonction de t — r seul.

La première opération consiste à faire une approxim ation; la dernière 
hypothèse sur <t> est imposée par certains postulats sur l'action héré
ditaire  que nous allons bien préciser.

Considérons donc un paramètre z d’un système dont la valeur au
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temps t ~ x  dépend de toute l’histoire d ’un p a ra m è tre y =  f ( t ) *  Alors

z  =  F

On supposera f  (t) toujours inférieure en module à M et l’on admettra 
que l’action héréditaire diminue indéfiniment avec le temps. Nous 
énoncerons de façon précise ce postulat de la dissipation de Vaction 
héréditaire en disant ; si l’on change arbitrairement f ( t )  dans (—oo, xé) 
(mais toujours inférieure en module à M), tandis qu’on la conserve inal
térée dans (# ,, x ) y la valeur absolue de la variation de z peut toujours 
être rendue inférieure à un nombre arbitrairement petit, pourvu qu’on 
prenne 00 00 j supérieur à une certaine valeur.

Si quel que soit A, x , f { t )

E
.r 1 r x - i- h  a

m \

l’état de z en un certain instant sera déterminé par la façon dont s’est 
développée l ’histoire antérieurement à cet instant; il ne dépendra que 
de cette histoire antérieure et pas de l’instant lui-même. Dans ce cas,
où s est invariant pour toutes les translations de la courbe $ y  (t) |,

on dira qu’il y a invariabilité de Vhérédité.
J

Dans bien des phénomènes d’hérédité, on peut considérer, comme 
vérifié par l’expérience, au moins dans ses conséquences, que pour toute 
variation périodique d’un système, une action héréditaire z fonction
nelle d’un seul paramètre y  est périodique et de même période. Ainsi

quelle que soit la fonction y  =  f ( t )  périodique de période T arbitraire. 
On peut déduire mathématiquement que celte dernière condition, 
appelée condition du cycle fe rm é , entraîne l’invariabilité de l’héré
dité ( ')  (en s’appuyant sur le postulat de la dissipation de l’action héré
ditaire). La réciproque est immédiate.

( l ) On l ’appelle  condit ion  du cyc le  fe rm é  parce  que le po in t  [ y  =  / ( ^ ) >  -s] d é c r i t  
dans le plan { y  z)  une cou rbe  fe rm ée ,  p é r io d iq u e m e n t ,  q u a n d  x  c ro ît  de —  oo à -h oo. 
Voir la d é m on st ra t io n  dans les Leçons su r les fonctions de lig n es , Chap.  V I I ,  n° 5 .
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Lorsqu’on prend comme fonctionnelle F [/ < ï )] '

z ~ J  T)/(■') dt,

il est aisé de voir que l'invariabilité de l’hérédité, équivalente à la condi- 
tion du cycle fermé, se traduit par la condition que <&(#, r) est fonction 
de (x  — t) seul.

En effet, l’invariabilité de l’hérédité se traduit par la condition

I  x ) f ( z )  d x  =  j  4>{oc -4- A, x) f ( x  — A) d x }

quels que soient A, f  ( t ).

Et comme le second membre s’écrit

/ _ > •  -4- A, x i- h ) J ( x )  dxy

la condition devient

( 1 9 )
OC

J '  [<t>( X  -h A, x - h  A ) ---$ ( # ,  X)] /"(T) =  O.

Cela devant avoir lieu quelle que soit / ( t ), il est nécessaire que, x  et A 
étant pris quelconques,

(20) <t>(# A, x -h A) — $ ( # ,  x) =  o.

Sinon, soit r, un point où cette fonction de t ne serait pas nulle. En 
prenant / ( t) partout nulle, sauf au voisinage de tu on verrait que le 
premier membre de (19) n’est pas nul. Ainsi nécessairement (20) est 
réalisée quels que soient x , A, r. Cela signifie que $ ( # , t ) ne dépend 
que de la différence x  — t.

11 est immédiat inversement que si $  est de cette forme, il y a bien 
invariabilité de l’hérédité, car

IV "H fl*  .t. - r  fi ^
I  $ (a : +  A, x ) / ( x  — h )  c h  — j  — x ) f ( x ) d x .

'  ----  OC *■'  ----  (<)

Ainsi, à partir de considérations tout à fait générales, de quelques pos
tulats sur l’hérédité et une approximation, on retombe sur les hypo
thèses simples des paragraphes précédents, qui sont celles de Yhérédité 
invariable et lin éaire .
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Terminons par  quelques p r o p r i é t é s  d e  l a  f o n c t i o n n e l l e  de q { t )

(2 1  ) p ( 0 = M < 0 - h/  — "Och

[/r =  const., <&(£) donnée continue pour £>o].
D ’une part, pour k =  o, il s’agit des fonctionnelles simples qu’on a 

prises comme actions héréditaires, et d’autre part, l ’équation (21) pré
cédente se pose dans des problèmes de statique. Par exemple ce pourra 
être l’équation donnant l’angle de torsion d’un fil soumis au couple q{t)  
à l’ instant £, et qu'on obtient en ajoutant à l ’expression ordinaire fc.q(t) 
une action héréditaire

/ q ( x) <ï>( £ — x) ch.

Démontrons d’abord que si l’on connaît p(t) dans ( f0, £,) et q{t)  
dans une période précédant t0 et de longueur égale à la durée d'héré
dité (*), l’équation (21) déterminera q(t)  dans l’intervalle avec
les conditions supplémentaires dans le cas k =  o, que

<t>(o) ^  o; <ï>' conlinuc;

J  - 00

En effet, l’équation (21) peut s’écrire

/ Ô f* t
<b(t — /  <ï>(£— z ) q ( z ) d z }

dit

/
ô

— t) 9 (~) dr est une fonction connue de 5 (^) dans l’inter

valle (£0, - h  00) d’après l ’hypothèse sur la connaissance de q(t).  
Ainsi

p ( 0  — z ( t )  — k q ( t ) - h J "  — x ) q ( z ) d z

(*) Oa fait sur ces valeurs de q{ t )  et 1’hypolhcse que /  <I>( t — z ) q { x ) c h  ait

un sens et soit fonction continue de t. Cette hypothèse sera réalisée si par exemple <I> est

0 ) avec | 9 ( t) | borné et si l’on suppose que dans (— co , t0) q ( t )de la forme f  ̂ (s

qu’on se donne continue est bornée.

Ces hypothèses qu’on ajoute entraînent la continuité de /  *t>(2 — z) q ( z )  dt .
-- 30
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et le premier membre est une fonction connue continue de t dans (£0, L ) î 
nulle si Ton suppose que

pUü { t0 — z) q ( i  } d z .

Cette équation intégrale de Volterra de première espèce si k =  o, de 
deuxième espèce si k ÿé o, fournit toujours q (t) dans ( tx ) ( 1 ).

On remarquera que la variation de q{t) à partir de t0 ne dépend pas 
seulement de p(£), mais des valeurs de q(t) pendant la durée d'hérédité 
qui précède t0. Lorsque A<I><]o, il est facile de trouver, en suivant 
M. Kostitzin (2), une infinité de solutions g(t)  de (ai) quand on se 
donne seulement p(/) à partir de f0- U n’y a qu’à déterminer « tel que

ou

ou

k <!>( t — z)  dz  =  o.

k > X U - ~ Z ) tj) ; - T — O.

k  - h  /  <lM ~ ) d ~  =  <>,

ce qui est facile avec l’hypothèse k ®  <C o.
Alors si q{t) est solution particulière, q{t)  + C t îar est solution quelle 

que soit C — constante arbitraire.
On a parfois à considérer le cas de Vhérédité postérieure à un ins

tant tQ, où le passé n’a d’influence que s’il n’est pas antérieur à un cer* 
tain instant l0.

Alors, au lieu de (21), on a

f 2 5 ) p ( t ) =  k  q ( t)  / q ( " ) (I> l t — z)  dz  
du

t > t- l0

Si k ^  o, cette équation de seconde espèce donne q , connaissant seule
ment p ; si k — o, il en sera de même avec les hypothèses

continue; p ( / 0) =  o; <ï>(o) 7  ̂ o.

La remarque de M. Kostitzin ne s’applique pas dans ce cas.

( 1) Voir Note mathématique fin du chapitre.
( 2) Sur  les solutions singulières des équations intégrales du cycle f e r m é  {ftecueil 

Mathématique de Moscou, 1926, p. /|i, et Comptes r e n d u s i 3 juin 1957, p. i4')3 ).



On peut aussi considérer le cas d'’une hérédité postérieure a et 
en même temps lim itée . Il suffit de supposer dans ce qui précède 
immédiatement que est nul quand t surpasse une valeur T 0; on
aura les mêmes propriétés d’inversion.

Terminons par quelques résultats sur Vinversion de
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( ‘-̂ 6 ) p( 0  = 9

où <1> n’est pas identiquement nulle. Si <£>o, on dira que l ’hérédité est 
accélératrice ; si <D<o, qu’elle est retardatrice. Or l’inversion de cetle 
équation de seconde espèce donne

q  (' t  ) = p ( t  ) - h  I  p ( x )  o ( t  — t ) r f x .
J  U

où, si ^  a un signe déterminé, (p a un signe contraire.
On exprime cola en disant que l’hérédité inverso d’une hérédité 

retardatrice est accélératrice et réciproquement. Mais si la première 
hérédité postérieure à t0 est aussi limitée, il n’est pas vrai en général 
que l ’hérédité inverse soit limitée.

Pour ces propriétés de l ’équation (26), où les variations de g(t)  et 
p(/) peuvent être qualiliées d’ « histoire primitive » et d’ « histoire 
héréditaire », nous renvoyons 'à la première partie de la Note de 
M. Volterra : Alcune osservazioni sui fenom eni ered itarii (R endi- 
contt della  /?. Accadem ia Nazionale dei L incei) aprile 1929), où est 
développée cette question de l’ inversion de (26) ( ’ ).

II. — ÉTUDE DE LA COEXISTENCE D’UNE ESPÈCE DÉVORANTE ET D’UNE 
ESPÈCE DÉVORÉE DANS L’HYPOTHÈSE D UNE HÉRÉDITÉ INVARIABLE 
ET LINÉAIRE.

6. Revenons au problème biologique initial et tâchons d’obtenir les 
résultats qu’on a trouvés au premier Chapitre avec des hypothèses 
moins bonnes.

Nous partons des équations (2) ou (3) qu’on peut écrire encore, avec

( ')  Voir également Kyans, f tendiconli dei Lîncei} 2 Luglio ig n .
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les notations T i j r a j K | , K 8, introduites au n° 4 :

(27)

<i Ni
H T

r/N

— — N j

? -  N,

Yi (N2— K 2) -h J '  Fi (-=)[Na(« — x) — K 2](Yt Ĵ,

Y, (N i -  Ki ) + j f + F , ( t ) [ N, (< -  t ) -  K, ] eh J  .

Nous nous plaçons dans les hypothèses ( 1 ) précisées au n° 2 et 
qui assurent Inexistence unique d’une solution de ce système; nous 
ajoutons y, ÿé o, F 2^  o [voir hypothèse du système (2)].

Essayons d’étendre au cas héréditaire le principe fondamental des 
fluctuations.

Montrons d 'abord  que, quel que soit <x >  o, il est impossible qu'à  
p a rtir  d 'u n  certain moment

'Ni— K 1 >  a? et de même [ N2— >  a.

Supposons en effet qu’à partir de J, on ait par exemple

N, > ^ - 2 .

Alors, pour t ]> £f, l'intégrale

ou

égale à

f  F s(t ) [ N i (£ — x) — K j ] <h 
do

f  F s ( « - x ) [ N 1 ( T ) - K I ]rfT,
*-• — 00

f  * F s(« — t)[N1(t) ~  K^rfr-h f  F s (i  — -:)[N1 (t ) — 
d — » dft

est supérieure à

a C  F. ,($— F 5(£ — t) [N 1 (t) — Ki]rfx
d  tx d__ M

(l ) C’est-à-dire :

eD Yi> Ej Y2 constantes ^ o ;
✓% -+- ac rt-t- 00

F,, F, fonctions ^ o cont inues telles que /  F, (t ) dT, /  F 2(r ) t /T  aient un sens.
d  0 *M>

Enfin sont supposées connues, continues, bornées et >  0 les fonctions N,, N2 dans 
Finlervalle ( — 00, £„), ou seulement s’il y a hérédité limitée de durée T0, dans ( t0 — T0, tL ).
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OU

a.r2 H- f  F2( t —  t)[N1(x)— K, — a] dz.

Donc, pour t >  ,

h  Ç  > (T *+ r,)« -t- r i F !(< -T )[N 1( T ) - K 1- a ]

Or, si B est une limite supérieure de N,(£) dans (— oo, ^ ) , la der
nière intégrale est en module inférieure à

(B -f Ki'*+a) f  F2(i — i) dx
-- 00

ou

f F 5 ( T  ) d ~,
t-u

donc tend vers zéro pour t =  -\~oo.
De sorte que, pour t [> t2 choisi assez grand [t2 >  ^ ),

iN" 7 / ^  >  w >  °> puisque ( ys h-  1 s) oc >  o.

D'après cela, N2 doit tendre vers +  oo.
A partir d’un instant assez éloigné Bu on aura donc

N 2 >  K 2 -h a ;

par un raisonnement tout pareil au précédent, mais effectué sur la pre
mière équation, on verra qu'à partir d’un instant assez éloigné

i f/Ni , .
N i i 7r < - ' r‘ ( ï !> 0 ) ’

d'où il suit que N, doit tendre vers zéro, ce qui est contraire à l ’hypo
thèse.

On ferait une démonstration analogue pour les autres cas de l’impos
sibilité à partir d’un certain moment de :

Ni <  Ki — a, N2 > K 2 -t-a et N2 < K 2—  a.

Il résulte de cette propriété que chacune des fonctions NM Na ou 
bien n'a pas de limite pour t ~  -f- ao ou bien tend vers K, ou R 2j elles 
ne peuvent donc tendre vers zéro ou +  oo.



CHAPITRE IV.

On peut encore montrer facilement, dans le cas d 'une hérédité 
lim itée, que N| comme Na s'ils ne deviennent pas au delà d 'u n  certain 
instant égaux  à R i oa respectivement, ne peuvent à p a rtir  d 'un
certain moment ne jam a is plus prendre de valeurs d'un côté déter
miné de K , ou de K 2, donc en particulier tendre asymptotiquement 
vers K , ou K a.

Supposons, en effet, qu'on ait, par exemple, à partir d’un certain 
moment ts,

Or, avec une hérédité de durée T p,

/* To
I  F 2 ( T )  [  N j  (  /  —  t  ;  —  K j  ]  d 'z  =  /  F .  ( t )  [  N j  (  /  —  - )  —  K 1 ] r f x

d o  J  0

1 6 2

et à partir de T instant £, H -T0, N( (t — r) reste au moins égal à R , quel 
que soit o ^ 'r< T 0; de sorte que pour t >  +  T 0 l ’intégrale est >0 et

par suite S o ; alors Na ne décroît pas et doit donc avoir une limite

égale à Ko; mais alors

F 1 (x ) [ N 2(  ̂— x) — K F i (t ) [ N s(« —  t )  —  K 2]</t

devient et reste ^ o à partir de l ’instant t\ -h 2 T 0.
De la première équation (27) on déduit alors que pour t assez grand 

</N est y  o, de sorte que N , ne décroît pas et doit avoir une limite égale

à . Par suite, à partir d’un certain moment, N(^ R ,,  ce qui, vu 
l’hypothèse initiale, impose que N( finisse par rester égale à K (.

On ferait des raisonnements analogues dans les autres cas.
Observons maintenant que, si l’une des fonctions N t1 Na est à partir 

d ’un certain moment égale à K , ou K*, il en est de même de l’autre.
D ’où la conclusion :

Loi d e s  f l u c t u a t i o n s  ( hérédité lim itée). — S i  les espèces ne sont 
pas stationnaires à p a rtir  d 'u n  certain moment, elles ont des fluc
tuations indéfinies, N (, Na traversant une infinité de fo is  les 
valeurs K ,, K j correspondant à l'état stationnaire.

7 . Ajoutons quelques propriétés de limitation pour ces fluctuations.
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D’abord, des équations

(>8)

j =  r  fi —  YiNj — Fi(~)  Ns( i  — t ) rfx J  N t (<) ,

j î ^ l =  T - . , - ! -  ” f 2( - )  NjCi — - ) rfxl N. (O,

on déduit aussitôt

i dNi
\ :  d t  < J | -

I r/N,
NT 7

d'où, pour deux instants t{ , t2 (t1 -< t2)}

( 2 9 ) Ni (h) <  eVEî .—/i> N2(/2)
jN 2 ( *1 )

e~£â*—*!■).

Il en résulte pour t — r > t{

IN , (Q 
IN j ( t —

donc pour t 0̂+  T 0

e-i Ns(0
N2(£ — t)zt > e_vc (" >  °);

( 3o)

T T
f  ° F , ( x ) N , ( t  — z ) d -  g N 2(<) r  Fj(-) e£>“ f/- 5 e£«T» N3( f ) r 1,
0 «-'O

T T
f  V , ( T ) N l (f  — t ) c/t >  N i ( 0  T  F 5( - ) e - si ' ^ - > e - £iT. N , ( 0 r , ;

*/o  ̂0

d 'o ù

e t ,  p a r  s u i t e ,

—  — y—   ̂ =, — Y-i N2{ / ) —  T] IN2 (/ ),

i /VN
K  ~df > "  £ = ■■+■ ‘ 5 N1 (* > +  e" £lTo Nl 1( * >,

> e£iV2—1\\ ^ t) f  n [t)dt
i ,  ( t ,  Y -  J  {i

1 ̂ü"I- 3' / N ! ( / ) (l J  tt

N
Ni (fi y
N3(<2)
n7(M

Y> e~~£a;Ya— /i) g(Ya+<?

D'après (29), en négligeant les cas où l’un au moins des £ serait
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nul (' ),

d’où 

( 31 )

J  *N.(0 dt <  J  rf/ =  Ns(is) 

J  ‘̂ (OrfON.tï,) f dl — iSdji)

V-- j
------------ }

e2

I — C
£.i ï

?M*a) >  c£i,7*-,t1 c-(Ti-ws*TDri) ^  "»('*>
Nat/,) ^

 ̂ >  ç-eî' -̂Zi' e(Y*+c“ £iT»r,) —r~—- NiiW-
n=r/i)

d’où l’on déduirait aisément des limitations plus simples, mais moins 
bonnes.

Il est facile de tirer, de ces diverses inégalités, des propriétés des 
extrema utiles dans la suite. D’abord,pour les extrema de Nj ultérieurs 
à —|— T 0, on a

- Y ,  N* ■f . F-i(t ) N* ( f — t ) d~ o.

d’où, grâce à la première inégalité (3o),

( 32 ) Yi -r- -— < N3< --1 ,

le signe égal n’ayant lieu que si F , “ o, comme dans ce qui précède. 
Retenons en particulier pour la suite que pour les instants des extrema 
de N,, N2 est limité inférieurement par un nombre p o sitif.

D’autre part, pour les extrema de N2, on a

/*T0
£2— Yî ^Ti — / F 2( t ) N j ( /  — t ) d~ — o.

do

Or, d ’après (29) et (3 1 ), on a pour o < r < T 0

(y t-.c^oTj) (?_!_!—-Ns(ï;
N i( 0 ^ T<  N, (/ — t ) <  ? i y ( t ) e

D’où, pour les extrema de N2 postérieurs à f0-|-T 0 ?
’̂ïST’û—1- -- N,' n

s r s ;
(yî SaFûXY)

Ni ( t) e—£‘Tor2 <  £2 — Y2 ( O <! ( t) e £

M) Dans ces cas-]k, on ferait un raisonnement analogue avec des conclusions de même 
forme ( 34 ) et ( 35).
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d’où, en posant

( 3 3 )

££sT0— j
P- ^ ( ï i  -H eE*T* l \ ) ----------- ,£9

Y,-h e - W ï i
S a  t) Y2 — 7 T s

On en déduit que/>oar extremum de Na (postérieur à t{ 
moindre qu’un nombre positif donné B

T.)

( 33 ' ; N, (O
£ 0

Y ̂  ̂ 111\,

nombre p o s it if fix e  et en particulier pour les extrema au plus égaux
à K a,

Nj (i)
é»2EaT0

Y-2 4 - e£iml
ou />t

E n fin , remarquons encore, en vue de la suite, que yi N,(0) est un 
extremum  ( 1 ), on aura dans Vintervalle Q — T 0< t < 5

(34) N2(f)  <7>2 Nj ' D) (yi2 — e£iTt> indépendant  de 0).

S i  N*(0) «/t extremum  (*) rfe N{ on aura dans Vintervalle
0 — T 0< / < 9, d’après les inégalités (3 1 ) et (3a),

c’est-à-dire
S  y ( t )  <  N 1 ( 0 ) e

(v^-.T.rj (—f= i

( 3 5 ) N 1 ( O < ^ i N j ( 0 ),

où p i est un nombre >  o indépendant de 0.

8. Abordons l'étude des moyennes, dans les hypothèses qui précèdent 
(hérédité limitée). De

* * O

on déduit par intégration entre un instant fixe quelconque t0 et un autre 
ty tel que tK );> 4 - | -T 0

( 3 6 )
N-i ( ty ) / Ni0ir_ _ — _ =  e1 ( / L— t o) — Yp N.,(*0) u f  N s(0^

£ (J

—  (U f  E j ( / —  t ) N.  ( t ) r/r. 

J  U J  t Tft

( * )  E x t r e m u m  postér ieur  à ^,4-  T 0.
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Transformons cette intégrale double. Comme F, est nul quand 
l’argument surpasse T 0, on peut l’écrire, en remplaçant une limite 
variable par une limite fixe,

ii p  t
d t  / F l ( ;  —  x ) N 2 ( x )  <k

A ~ t0

1 66

et la décomposer suivant

1 = /  d t  f  F i (£ — t )  N*(~) d * f  tïl C  F ±( t  — x) N 2( t ) ^ t .
J U  ^ o - T #

Mais grâce à la formule de Dirichlet (' ), la seconde partie peut s’écrire

N2 ( t ) d~ I F j ( /  — i )  d t
- u  X

I

f  1N2(t) ^ t f  1 F j ( Ç ) ^

=  f tl T°N2(t )dnfil Ns( x ) r f - = r ‘ Ft (ï)rfE.
T0 *-'l>

D’autre part, la première partie de I s’écrit en permutant les variables

f N2(-)r/x J  y Fi (t —
/d- T 0

ou

On a pu ainsi séparer i \  et N2 pour obtenir

I =

Or

f  N2(x)<7x f  F a( £ — x) dt

*A>-T0 'A

- f  X T°N2( t) ^ r ' 1 hF J E ) ^ - F  T*1 F , ( 0 ^ .

 ̂i *
' F,  O — - i ^ =  / F j ( 5 )</5,
/  *  ̂/    -r

(*) Elle est relative à l’intégration d'une fonction de deux variables dans un triangle 
rectangle, d’hypoténuse la bissectrice^ =  x  et de côtés de l’angle droit parallèles aux 
axes y  =  a et x  =  b. Elle s’écrit :

F ( x, y  ) d y  — F( x , y  ) dx .
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dans lequel t 0 — T 0^ t ^£0 est au plus égal à r ( ; d’autre part

où £0 tt — T 0, donc tK — r >  T 0, est juste égal à Y , ; enfin

Fi (ÏWE,

où — T 0 < r<  ^ , donc t{ — T 0, est au plus égal à YÀ.
D’où il résulte :

I =  Tj K
N 2 (" ) c h  +  02 r  N s( t ) <7*: -h  N 2( t ) ^ t 1 ,

-To ^i~T0 I

où 0,, 02 désignent des nombres de l’intervalle (o, i ). 
Par suite,

I =  Ti 61
N2(T)t/T — (1— Ô2) Ç  N 2( t ) d x - h  f  N2(x)rf ' :J

* ti — Tq _|

Soit B une limite supérieure de N2(Q dans l’intervalle (£0— T 0, £0)et 
supposons qu'à l’instant t\y N2 passe par un extremum au plus égal à un 
certain nombre Ma fixe, de sorte que dans l’intervalle — T 0, on 
ait, d’après (34),

X 2 j} v ÎYI >1,
Alors

[ =  r O’BTo — e > aMa t 0 o < 6'-< 
= ü" = I)

de sorte que l’équation (36) devient

(h ) lu : 1 ( t\-- *o) -- ( ï  1
* i

4 - S ,

où S est en module bornée par un nombre indépendant de 11, pourvu 
que cet instant corresponde à un extremum de N2 au plus égal à M2.

En divisant par — t0 il vient

U —
l ^ 1 ( fl ) 1 o O'---------— — ei — ( Ti. Fj )

n 
d t

N 2 (  T  )  d 'I
t\ -----  te

Quand tK tend vers + o o  en restant extremum de N2 borné par Ma,
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N, (*,) reste supérieur à un nombre fixe {voir équation 33'), donc

On ferait à partir de la seconde équation fondamentale un raisonne
ment tout pareil à celui qu'on vient de faire sur la première. D'où laloi :

Loi d e  c o n s e r v a t i o n  d e s  m o y e n n e s  (hérédité lim itée). — P ou r chaque 
espècej la moyenne du nombre de ses individus entre un instant 
quelconque et des instants successifs tendant vers -b oo et pour  
lesquels cette même espèce passe p a r  un extremum au plus égal à un 
nombre fix e  arb itra ire , a une limite (dite moyenne asymptotique) 
indépendante de Vétat in itia l, et même des fluctuations pendant la 
durée d 'hérédité qui précède , lesquelles déterminent les fluctuations 
fu tu res . Cette limite est la valeur qui correspond à Vétat station
naire (*).

Terminons en indiquant l'effet d'une destruction opérée sur les 
espèces, qui ferait varier £( et e2 sans altérer les autres constantes et 
fonctions. Gomme au premier Chapitre on remplacerait £i, £a par £< — «X, 
£a-b(3̂ , a ,|3 caractérisant les modes de destruction et \ son intensité 
(«, (3, à> o). D'après les valeurs des moyennes asymptotiques,

K ,= K, =
Y 2 “ 1 2

on conclut comme au premier Chapitre :

I V

Loi DE LA PERTURBATION DES MOYENNES. — S i  l'otl détruit les deUX
espèces uniformément et proportionnellem ent au nombre de leurs 
individus (la première assez peu pour que, seule, elle puisse encore 
croître), la moyenne asymptotique croît pour l'espèce dévorée et 
dim inue pour Vautre.

Si l'on ne détruit que l'espèce dévorante (a =  o, (3 ^  o), sa moyenne 
asymptotique ne varie pas ; celle de l'autre augmente ; si l'on ne détruit que

( l ) Lorsqu’on introduit des termes d'amortissement,  celui de IVspèce dévorée n’étant 
pas nul, mais l’autre pouvant l’être, on peut établir, d’après M. Brelot (voir Mémoire 
cité page i ^5 en note) que, dans le cas d’existence d’un état stationnaire, les fluctuations 
sont bornées et la loi de conservation des moyennes (ou loi des moyennes ‘asympto
tiques) est vraie avec le sens primitif plus général de moyenne asymptotique. Et cela 
sans limiter l’hérédité, d’ailleurs.



l'espèce dévorée, la moyenne asymptotique de celle-ci reste invariable, 
l'autre diminue.

Nous étudierons plus loin le cas des petites fluctuations qui mettra en 
évidence l'impossibilité d'une périodicité dans les phénomènes hérédi
taires.
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III. — ÉNERGÉTIQUE HÉRÉDITAIRE EN BIOLOGIE (CAS PRÉCÉDENT 
AVEC PETITES FLUCTUATIONS) ET EN MÉCANIQUE A UN 
PARAMÈTRE.

9 . Nous partons des équations indiquées au n° 4 , avec hérédité 
limitée ou non :

dq± , ,

( 3 8 )
d t

dqi
dt

q ■> H- Ç { ' ) [ ( t — * ) — q>i ( t ) ] d i  — S i ,
do

/ (1>: ) [ qv( t — T) — q \ ( t ) ] d*z =.

où ^ i, $2  de signe constant ou nuis, do modules décroissant tant qu'ils 

sont xzé o et tendant vers zéro avec -» enfin donnant un sens à
'  T

J S *  - + ■ ' •*> s *  *+-
< & l d z .  t  (I>.. ( t ) ( h ,

n d  n
seront de plus supposées pourvues de dérivées continues.

Avec
2 ]=  o, 3>i =  O, p! = --I, j3t>  O,

^  o (croissant tan t  qu ’il n ’est pas nul),

on obtient les équations du problèm e dynam ique , g i étant le paramètre <7 ? 
et q 2 son dérivé,

( 1 1 )

/

) q • m<2 I $( -z)[q(t  — - )  — q(t ) ]dz =  ü
d()

( m  =  [3., <t> =  — $ 2).

=  S 2 =  o, <!>,<; o et ^  o,

[h— f  «M 'O dx >  o,
d0

J
p ■+■ »

< o,
n

P

y / vec
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on obtient, avec la condition supplémentaire de décroissance pour <!>, et 
<D2, hypothèse aussi justifiée qu'en mécanique, les équations (12) du 
problème biologique des petites fluctuations.

Nous allons d'abord déduire de ( id ) ou (38) une équation analogue 
à celle des forces vives en mécanique.

Multiplions respectivement par — q2, q\ et ajoutons, il vient

— Pi q*. q’<z q\ I

~ ï ' f

<t>2{V) I q d . t —  t ) — ( ̂ ) ]

<M") [ qz(t — "O —  ?a(0] dx = ü t q\ — S t ç'a

ou

dt $ 2 ( 1 1 [ q 1 ( t — t ) — q i ( t ) ]1 di

<Im ■) [ q\i t — -) — ? i(0] q\ (t —T) di

* i (t)[^s(< — *0 — qi(t)]  q f l t  — z)dx

Or

2,= 7 1

* ï ( x ) [ ? i (  ̂— T) — ? i ( 0 1  (/ — v)rfc

=  — \ f  *s(T) “  T) —

grâce à une intégration par parties. 
De même

J S* -h *0
(■')[?>( < — — ?'.(<)] ?a (< —t)</t

0

=  ^  — T) —
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En posant

(39) ® \  ?=??“  \  f  — Çt(£)]2 d~

/
j oC*

('O [ ?;(< — *) — ?s( *)]**>
.

«0) ü =
~ c/o

\  f  4>a(") [?!(< — T) — ? i ( 0 ]2<*,
“  fc.' A

on peut écrire Véquation énergétique fondam entale

(40
,/û

10. Plaçons-nous d'abord dans le cas t/a problème m écanique. 
L'équation s'écrit

t/e
tV7 — Q =  Sûr'

avec
[notat ions rela tives à ( 11 )]

( 42) 0 =  ; î ' 2-4-- \  »îÿ2H- -t f  ${T) [q( t  — t) — ?(<)? *  = o,

50

f --  x) --  Î ( 0 ]2 ^T =°Ï
fi

et ces quantités ne peuvent être nulles que dans le cas d'équilibre q =  o. 
Appelons

-  q - ~  énergie cinétique ,

1 1- /» ÿ ! H—  / ^(.T) [ î ( ^ — ")— q ( / ) ]2 di =  E ,̂ énergie potentielle.
2 2

et 0, somme des deux, Y énergie mécanique E w.
La forme intégrale de l'équation énergétique

e — e,- / W 2 ?'</*,

où le second membre est le travail G  des forces externes, donne l ’iné
galité

E/71 —  ( E m  )0 ^  J?,
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(égalité seulement pour l ’équilibre), ce qui s’énonce :

S ’il n ’y  a pas équ ilibre , le travail des forces externes dans le 
passage du système d ’ un état à Vautre est supérieur à la variation  
d ’énergie mécanique, c ’est-à-dire à la somme des variations 
d ’énergie cinétique et d ’énergie potentielle dans le même passage.

Si ce travail est positif, on peut dire qu’il ne se transforme jamais 
complètement en énergie mécanique et, s’ il est négatif, que l ’énergie 
mécanique ne se transforme que partiellement en travail mécanique 
externe.

Cherchons à interpréter la quantité J *  i ld t .  Nous dirons, au poini de

vue de l’hérédité, que le système revient aux conditions initiales à 
l'instant t si

q( t — t) =  q (f0— t ) quel que soit t dans l ’intervalle (o. — 00) ou ( o, T 0 ),

c’est-à-dire si l ’on passe des états antérieurs à /0 à ceux antérieurs à tf 
pour la durée d’hérédité, par une simple translation dans le temps.

Alors, si le système revient aux conditions initiales, l’énergie méca
nique reprend la valeur initiale et pendant le temps écoulé les forces 
externes ont effectué un travail égal à

— / ü d t ' t o  (-g  o s'il n'v a pas eu équilibre r
m / 4

Cette quantité — J *  Q dt est donc le travail dissipé quand on revient

aux conditions initiales. Bien remarquer que nos diverses dénomi
nations d’énergie ne sont que des définitions ; mais elles sont compatibles 
avec les principes de l ’énergétique.

Passons à Vinterprétation biologique.
Alors J3, >  o, (32 <  o, de sorte que

Mais

et

-h<i

— 7 f  $=(*0 [?i(* — ~) — Ç\( .O]2 d-
1 d0

-  f  — *0 — q i ( t ) ‘\*d-
do

sont y  o, de sorte qu’on ne peut rien dire sur le signe de 0.
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Au contraire,

.7 f  $ 'i ('i:) [ 9,2(< — t ) —
2 «l/ P

\ f  4>3(t ) — t ) — ? i(0 [a rfTè°)
2 do

de sorte que
O < o.

l 73

Les intégrales 
sont constantes, 
où S ïj =  — o.

Ainsi

précédentes ne peuvent être milles que si q 2 
donc nulles d’après les équations fondamentales

de
dt — Q =  o)

où 12 <  o en dehors du cas stationnaire, tandis qu’on ne peut rien dire 
du signe de 0 . L ’équation montre que 0 est décroissante quand l’état 
n’est pas stationnaire.

11. Allons plus loin dans l’hypothèse &i — o commune au  
problèm e biologique et au mouvement sans forces externes ou 
spontané.

On voit d’abord que puisque qui est néga if dans les deux cas,

en dehors de l ’équilibre, 0 est décroissante. Donc :

E n  dehors du cas d }équilibre mécanique ou du cas biologique 
stationnaire , il y  a impossibilité d 'u n  mouvement spontané pério
dique ou de fluctuations biologiques périodiques .

Il est immédiat en effet que si q ly q 2 étaient périodiques, 0 le serait 
aussi avec la même période.

De plus puisque dans un mouvement spontané 0 ~  E /;i est positive 
et décroissante, Vénergie mécanique décroît.

Mais 0 est alors bornée; son expression

e =  \ '?'2 + ""?2-+- \ J  ^ (T)[?(< — 'O — ?(*)]*rf*

{ni  >  o ; <ï> ^ o7 jâ o)

montre que \q \ et \qf\ seront donc bornés.
Enfin, d'après cette même expression, on voit que si Jç /(£0)| et
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i f  _T )]y(r)| 0 ° - T  =  J sont assez petits, la valeur initiale 0 O de 0 sera
arbitrairement petite; donc, pour t ^ t ü} |y(/)| et \q {t)\ qui sont au 
plus égaux à 0<J0O se conserveront arbitrairement petits. C’est en ce 
sens qu’on peut conclure à la stabilité de Véquilibre pour des déplace
ments antérieurs très petits.

Rien d’analogue ne peut être dit pour le cas biologique, où 0 est la 
somme d’une quantité négative ou nulle :

174

et d’une autre positive ou nulle :

f  *1 (*) [?;( t — -t) — q. (i)]s dx

— H-
-+-  ̂ f  [—  4>.(t ) ] [ ? ,(« —  t ) —

(<!>!, —  4>,>o).

On ne peut faire un choix des valeurs dans la durée initiale d’hérédité 
pour que \q x ) \ q%\ restent arbitrairement petits; ni même affirmer 
que | y, |, | q 2 | resteront bornés.

Dans notre étude des petites fluctuations biologiques, il nous faut 
donc conserver l ’hypothèse que les fluctuations restent toujours 
petites.

Montrons maintenant qu’i7 résulte des équations (38) avec 
=  o, (3, |327^ o, que q K e tq 2 admettent des moyennes asympto

tiques nulleSy s1 ils sont bornés en m odule.
En intégrant entre t0 et f,, il vient

$i(T)[Çï(< —  '0 —  îîWJdfc =  o-

[qi(t — ") — =  o.

En divisant par t x — t0 tous les termes, puis faisant tendre vers -f- oo, 
on obtiendra la conclusion cherchée si l’on peut établir que les quo
tients par t , — t0 des intégrales doubles tendent vers zéro.

Considérons donc

J =
-+- »

^l(t) [?»(< — t) — ? 2(OW",



qui s’écrit aussi
s* ̂ 1 r* t

J =  /  d t  /  <i>i (« — - ) f ÿ 2(T) —
«A -  »

Elle se décompose suivant

p i  p  tl p. I
J = — I q*{t)  d t  I T̂ \ ( t  — t ) (h  -4- t d t  I 4>i ( / — t )  q î ( x )  d t ,

dtc  ̂ d0 *7— «J

où la première partie peut encore s'écrire, grâce au changement de 
variable t —  t =  u — f ,

J i —— f  Çz(t') dt f  «ï*j ( u — t )du.
J f0 d t

Pour séparer dans la seconde <Iq et qZ) nous la décomposons :

f* ̂ 0 0 Z'» ̂
d t  I — t )  q«(x)  d~-t- I d t  I *$i(t — “ ) Qi (~) d~

- /0 d - « * /(> ^0

et la formule de Lejeune-Dirichlet rappelée plus haut (§ 8) nous permet 
d’écrire la seconde partie

j
o f* 0 r* ̂

dz J <I>t (7 — q z( rz) d t  =  t q z (^ )d-z I <f>i(t — t ) dt

ou, en changeant de notations,

r G 1̂
q « ( t ) d t l  d>i(w — t) d u ,

~ f„ dt

intégrale qui se réduira avec J ,.
Il vient donc pour J

J
s*U />L\
I q*{t)  d t  I 4>j ( j/ — t) d u  H- / d t  I d>i(^ — t )  q* ( - )

U  ̂h J  U *7— «

Comme \q̂  [, | q 2 | sont bornés, il suffit d'établir que

j  d t  I 4 ^ («  — f) d/n /  <7 ; / 4>i ( £ — t ) (h
d io J -  *
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h — t. *i —*o

tendent vers zéro quand tt tend vers -f- oo.
Or, les numérateurs de ces deux expressions sont égaux, car ils
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s'écrivent avec des changements de variables évidents, respectivement

t  on

/
tt -,-H « p t t p  -H »

d t  j  & i ( ' z )d ,z et /  d t  J <Pl ( u ) d u

et il suffit de faire ensuite dans le premier le changement de 
variable t{ — t =  u — t0 pour obtenir

f  * d u  f  <&d ~ ) d -  
dfa Ju — t6

qui, aux notations près, est la seconde intégrale.
Etudions donc

d t  I ^>i( u )  du,
1 Q t ~ / Q

00
f 0 1 (u) du tend vers zéro quand t -> -}- oo. O:
t—ta

sait que, si une fonteion continue dans ( f0) -f-oo) a une limite nulle 
pour t =-(-00, sa valeur moyenne dans (/0, + oo) tend vers zéro quand 
t —[— oo, c'est-à-dire qu'il y a une moyenne asymptotique nulle comme 
la limite ( 1 ).

i
Par conséquent,----- - - / d l / <&,( u ) du  —̂ o quand t j —̂ -j- oc.

t\ -- 4 7 , d* j• o i-'o
Il en résulte que q 2 admet une moyenne asymptotique nulle et l’on

ferait une démonstration analogue pour qs.
Comme conséquences, le déplacement et sa vitesse onty dans le pro

blème de dynam ique héréditaire sans forces externes, des moyennes 
asymptotiques nulles. Quant au problème biologique des petites 
fluctuations, on trouve que les espèces ont des moyennes asympto- 
tiques égales aux valeurs de Vètat stationnaire.

Car

— -—  f  Ni d t — — -—  f  Ki (i -t- o-i ) dt  — K, -i- K j — -—  f  Q \ d t ,
h — U J  h — u j  Y‘ — ( -

< a  In (fl

( 1 ) Soit en effet M une limite supérieure de | f { t )  j dans ( t0, -f- oc ), étant donné e >  o, 
on peut trouver tel que t = t L entraîne | / (  t) ] <  e. Alors, pour t >  t ],

t ) dt t\_ t0< ; ---- - [ M ( t - t 0) +  ï ( t -  tL)] < Ê  +  M -j—v "  in & En

_ . __ t x — tn , . . .  MU,— *„) .Donc, si M —------  <  s, cest-a-dire t >  t0~h ——1-------j U moyenne entre t0 et t serat — tQ £
en module inférieure à 2 s. On conclut immédiatement.
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et de même

h
1

0̂
h

N2 dt  — K 2 h-  K 2
1

1̂ — 0̂
q . d t .

Un retrouve ici, pour les petites fluctuations , mais avec une durée 
d'hérédité limitée ou non, un résultat établi pour des fluctuations quel
conques^ mais dans l'hypothèse d'une hérédité limitée, et avec un sens 
restrictif de la moyenne asymptotique.

On vient d'établir que q ,, q$ ont des moyennes asymptotiques nulles. 
Mais comment se comportent ces quantités elles-mêmes pour t =  +  oo? 
Dans le cas au moins de l'hérédité limitée pour le problème biologique, 
on établirait tout comme au paragraphe II, que les espèces ne peuvent 
tendre asymptotiquement vers l'état stationnaire que s'il y a équilibre 
au moins à partir d'nn certain moment, ce qui signifie pour les petites 
fluctuations, que q u q 2 ne peuvent tendre asymptotiquement vers zéro 
autrement qu'en étant nulles à partir d’un certain moment. Il n'en est 
pas de même dans le problème dynamique. Montrons en effet qu'on peut 
choisir les données initiales, c'esl-à-dire les déplacements pendant la 
durée limitée d'hérédité, de façon que q et q tendent vers zéro asymp
totiquement en restant différentes de zéro. Il suffit de voir qu'on peut 
satisfaire à l'équation (11)  sans second membre (3> =  o, mouvement 
spontané) en prenant q{t)  =  e~zt(z >  o). La substitution donne en 
effet l'équation en z

s* 1 n
z~ -h /// — / ([z ) ( ezz — 1 ) d'z =  o.

Le premier membre est une fonction continue de z, égale à m >  o 
pour z =  o, et tendant vers oo quand z tend vers + o o . De sorte qu'il 
y a au moins une racine positive. D ’où la proposition. 12

12 . Etud ions maintenant le cas où, dans les équations (38), 
q u q2 seraient périodiques et, tout d'abord, harmoniques

( q-i (O  — sin to t - h  b l cosüU
(44) \ . (üj >o).

( q* ( / )  ~  sin to t H- cos tu t ~

En substituant dans les équations (38), il vient :

«i to eosto£ — bita sinto£ -h (3,,( a 2 sinto£ -h cosoi t )
f- OO

( t ) [ a 2 s i n w f c o s w T  —  a z cos tot s in  wt

-h b 2 cos to £ cos -h 6 2 sin to £ sinon
— a 2 sin to t — b z cos to t] dx =  52*



CHAPITRE IV.

et une seconde équation qui se déduit de celle-ci permutant les 
indices 1 et 2.

Ordonnant en sinw£, cosco£ et posant

178

4>1 ( T ) COS tOT ( i z 70

<ï>2(" ) coson (h =  y??

<I>i (x ) sin on ch

( t ) s:ncot dx

si.

*a.

il vient
— Ai  sin ml  -h B, costo L 

52, — A, s i iuo£ -h B2 costo/,
avec

Al = -rtobi -r( — fY t-
Bi = toat — T j  Un ~h (  fij-------I i~+- ) 1) bi,
A .= 1 p 2 —  I j  y 2 ) n | -  r -  b ] — to b 5
b 3 = — —t— ( jj “ — 12 ■ y 2 J b 1 -t- (o a 3

D ’où ce résultat en mécanique, que si le déplacement est harmonique, 
la force sera égalem ent harmonique avec la même période .

Cherchons si l’on peut satisfaire aux équations (38) à seconds membres

harmoniques donnés constants ou de même période — •> avec des fonc

tions <7,, q2 harmoniques constantes ou de période Le problème

revient à résoudre le système (45) avec w^ o (go =  o, cas des seconds 
membres et fonctions constantes) par rapport à a i} b ,, a<2j b-À. Le 
déterminant de ces inconnues :

o -- (0

A -
tu o

fu — r 2 --i— y 2 ®  2
_ O P--- T* , --- 1 «j

P» — r ,  H - T ,
—  CT,

O
to

*1
£1 — 1\ ~h Y\ 

— w 
O

se met aisément sous la forme

A  =  [ CTi ( P 2 —  1 2 H" T i  ) +  ^2 ( ? i  —  -Tj --h Yi  ) J 2
-h [ ( pi —1\ -+- Yi ) ( p2~ Y2 ) ti>2— <f] 2̂ ]~-

Il est facile de voir que dans les deux problèmes dynamique et biologique, 
il n’est pas nul. C’est évident si (0 =  0, car alors A =  (j3, (32)3^  o dans 
les deux cas. Supposons w >  o et remarquons alors que <rt (ou aa) est 
différent de zéro et du signe de <f>, (ou <I>2) si cette fonction n’est pas
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identiquement nulle, son module étant alors décroissant tant qu’il n’est 
pas nul (*). Alors, dans le cas dynamique, Aseréduità

[—»*]*-H t— (?=— T.-+- y») <->*]*

et n’est pas nul puisque ^  o.
Dans le cas biologique, les deux crochets ne peuvent être simultané

ment nuis; car si le premier est nul, on tire, puique o,

[j j — F l ^ 11 p3 —r*-f- y, =  X fini,

d’où en portant dans le second crochet

to " —  ̂X ® —H I ) 2̂ ’

quantité qui est positive puisque

d’où
£^>0. CT, <0.

C7, 3T2< O.

( ')  Soit «t>(£)^o dans (o, h - q o ) d'abord >  o et décroissante tant qu’elle n’est pas 
nulle. Montrons que

-h 00
I <I»( t ) sinco£ d t  où O) >  o

*- 0
est positive. II suffit de voir que

2  » K - h  j 1 t ;

CjeJ
j  sinoit d t  ( K entier o)

k r^ 2 K T.
O)

est positif si dans Fintervalle des limites de l’intégrale <&(£) n'est pas partout nul. 
Or

2 K+üj: ( 2  K - m  i - 2 ( K -4-1 ) 7:
L , tü

( t) sin co £ d t  =  /
•^2 K T.

C*ï s* (O
<I>{ t) sinco t d t  -h /  <&(£) sinco£ dt

J  (2K+1) iî
(O O) œ

c’est-à-dire, puisque cette seconde intégrale peut s’écrire

- f
d  2 K T.

(2 K 4- l’: "
(JL)

( u -h — ) si n (o u du,

SIR+I:'
(O

( 2 K - b  1 I 77

r2 K 71

CO

t ) sinco£ dt -  f  “  [■ £) — <*£ +
5 )] sin“t dt,

o) CO
d’où l’on conclut aisément.
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Nous pouvons donc conclure que pour une force externe harmo
nique donnée, i l  n Jexiste q u ’un déplacement harmonique et il a 
même période que la fo rc e ; et dans le cas du mouvement spontané 
comme dans le cas biologique, il n ’y  a pas d ’autre solution harmo
nique que Véquilibre q \ =  q̂ i — o.

Passons au cas de fonctions q u q% périodiques quelconques ; en vue 
des raisonnements à venir, nous préciserons que l’on suppose qu’elles 
possèdent des dérivées troisièmes continues ; de sorte ( ■) qu'elles seront 
développables en séries de Fourier dérivables une fois terme à terme :

- t -  «

q i { t )  =  [ a[y b i n p  to t b fK COS

- t -  30

q 2 (/ ) =  \ a[[y bin/;oj t -i- b.(y cob/no / 1,

P=n

avec la propriété de convergence des séries

2 ' ^ ! .  <-ï ■ 2 p  \ a (y i,

et des séries analogues avec l’indice 2.
En substituant dans les équations (38) il viendra

-H- to

51 =  V  [ A f  sin to t i- I ï /' cob to t },

p =  Q

- I -  3C

52 3 [Ai/* s i n co t -+- B f i co? to t J,
p-0

avec

K f  =

A ÿ : =
B;r =

/> ta a ^
[3; — 1% — ï ÿ ’Kf'H- 6Z'-

— ï f - d p  +  [32— r a-̂ - - 7 ]b f

“-[?! —Tl +  T/’ W ’ 
- 'j

* r b f ,
j v - y/ ]
/? w

ou
^ -h *  a H- 50

— /  4»i ( t ) c o s / ? wt f/- ,  =  /  $ 1  ( t ) s iny?to- t/r ;

rt -t- X /-» -+- '■&
— i (I, s(") cosporz (h. =  j  <I>2(t) sin/;o)~ (h.

«A) J  Q

( l ) Voir  P icard, Traité  d ’Analyse ,  t. I, Chap, X ,  6 * é d i t io n .
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On conclut en mécanique que si le déplacement est périodique  
{et possède une dérivée quatrième continue), la fo rce externe est 
périodique et de même période .

Enfin, en raisonnant comme plus haut pour le cas harmonique, on 
conclut que, pour une fo rce  externe périodique  (et développable en 
série de Fourier), il ni y  a qui un déplacem ent périodique  (et satisfai
sant aux conditions de dérivation), qui est de même p ério d e; et dans le 
mouvement spontané comme dans le cas biologique il n 'y  a pas 
d'autre solution périodique  (avec les hypothèses initiales surty,, q 2) 
que Véquilibre q { ~  q .2 — o.

Ainsi se trouve démontrée par une autre voie l'impossibilité de la 
périodicité (voi?\ n° 11). Ajoutons quelques propriétés du mouvement 
périodique à force externe périodique  ^  o, c'est-à-dire du cycle 
périodique forcé.

Alors le système revient après chaque période aux conditions initiales 
au sens précisé, au n° 10 ; et le point de coordonnées (ty, &) décrit pen
dant chaque période le même cycle.fermé. Le travail effectué pendant 
une période p a r  les forces externes est positif (n° 10). Pour le calculer 
en fonction des coefficients des développements (46) de q u ty2, il est 
simple, au lieu d'utiliser l'expression

2 71 
(jü

f  Q ( , t ,t/n
d'opérer directement. 

Ce travail est
*2 TT 
COs\ LU

=  /  Q( t )  q !( t ) dt,
t/ n

OU
2 71 
~CO

1? — /  ^  [ A'.jK sin p  co t -1- B.r : cosy» to t )  [a% s inp  to l -f- cosp  to t] d p
t ■ o

p — 0

et puisque

2  • a' c !» 2 i b' f 'u 2  a- ' ^  2 1 2 /,|a/

convergent, donc aussi

A - f ,  •

on peut développer sous le signe / et intégrer chaque terme. Grâce aux
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propriétés bien connues d’intégrales de fonctions trigonométriques, il 
vient

00

^=o

ce qui donne d’après (47) et en utilisant les notations correspondant au 
cas dynamique

(48) x° = *2 ^ 1  H f
<Î>(t ) sinp  w" dx,

où a [P\ b(P sont les coefficients du développement de
30

q [a (̂ > sin/?to£ -+- bip) cos put ] .

Dans le cas particu lier  du déplacement et de la force harm onique, 

(49) q(t) =  ci s imof  b cosw/ = G sin 2̂ — 9̂

(G, amplitude; T, période; <p, phase), on trouve pour le travail,

JS =  k ( a 2 $  (t) sin a)- d x ,

et comme G* " a ‘2-hb-,  on conclut que le travail est proportionnel 
au carré de Vamplitude, dépend de la période , mais non de la 
phase et est une fonctionnelle du coefficient d 'hérédité. On verra 
encore aisément qu’en posant

où

il vient

m
f'

f <Ê(t ) dx -h /  <Ê(t ) coscot dx — w2 =  II cos9’
0

-+• «O
<î>(“ ) sin tot dx =  H sin 9 

u

II >  o, o <  9 ' <  r.:

2  =  GH sin ^2 n — -+- 9 h-  9 ' ^ ,

JS =  îc G2 H sin 9'.

Enfin, si Ton change t en — /, c’est-à-dire si l’ « on invertit les oscilla
tions de déplacement », cela équivaut à changer en n — cp dans l’expres
sion (49) de donc le travail ne change p a s .
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13. On peut se proposer les problèmes de mécanique et biologie 
héréditaires qui précèdent dans le cas d’une hérédité postérieure à un 
instant t0.

Dans le cas biologique, il faudra remplacer dans les équations (2) 
les intégrales

F , ( t — x) N3( t ) c h } N ,  ( V )  ch

par
f  K 1 ( r —  x )  IS\(t ) ah,

F 2 ( t —  x ) N ! ( x ) d ~ .

Il y aura peu à modifier au raisonnement qu’on trouvera dans la 
Note finale du chapitre (n° 16), pour être assuré de l’existence unique 
d’intégrales, correspondant aux valeurs initiales positives N((£0), 
N2(*„) (seulement pour l ’instant /0 cl non plus pour une période le 
précédant).

Nous avons fait plus haut (§ 11) une étude du problème biologique 
avec hérédité limitée. Dans le nouveau cas que nous examinons, il 
suffit, si l'hérédité n’a qu'une durée T 0, de se placer à l’instant ^ o + T 0 
pour pouvoir utiliser par la suite les résultats de l’étude du para
graphe II.

En ce qui concerne le problème dynam ique , ou le problèm e biolo
gique des petites fluctuations , il 11'y aura qu'à remplacer dans les 
équations communes (i4) les intégrales

par

/
-H W r* l

$ ] ( ' )  <7ü(*  — x ) dz  ~  /  —

/
-+* « p t

$ 2 ( x ) ^ i ( ^  —  %)d~  =  /  —  x )  q d ^ ) d -

f  (t  —  t ) q+(~) d% e t  j  4>2(t  —  x )  cp ( x ) ch.
dfn du

Une légère modification à un raisonnement mathématique qu’on trou- 
veva au n° 15 permettra encore de conclure à l’existence unique d'inté
grales correspondant à des valeurs initiales q K ( £0 ), q f l t Q)> Et si 
l’hérédité est lim itée , on se ramènera aussi à l’étude du début du para
graphe III en prenant une nouvelle origine des temps après une durée T 0 
égale à la durée d'hérédité et pendant laquelle on notera les fluctua-
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tious; il est alors inutile de refaire une étude en ce qui concerne les 
propriétés générales dans un avenir assez éloigné.

Il est d’ailleurs facile de déduire des nouvelles équations

(5o)

i l i
dt

d q  2 
<it

q 2 ( i — x ) q + ( " ) d~ — 2 .̂ ,

q 1 ~r~ j  ( t --- X )
*"U

— qi(") d- = s

une équation énergétique fondamentale analogue à (4 1)- 
On les écrira

dt

d q 2 
dt

[
pt-*o q pt-u

0>! i ~ ) d ' \ ^ J  $ i ( x )  [ ? , ( *  — x) — q * { t ) ] d -  ^  £?1 ,

[
pt~u q pt~u

cto-h f  4*2 (x )dz  ~  / 4>,(x ) f </j (t — t J — dx =  ^ 2.

On fera la combinaison et l’on trouvera, par un calcul
analogue à celui du n° 9 , l’équation de même forme

(51)

avec

(52)

r/©!
~dt — ûi = 2;gr', — S,

©i = *s(T)rfT]
—  ̂?2 H- jf  4V'x) rft j  

l r ' - '0
- I ( T ) [ —  *0 —

— - / —O —
^ t/n

(53) Ü! = .7 f  $'t (•')[?»(< — -) — ?2(0]srfx

7 /" * i ( -c) [ 5'i(< —'c) — ?i(0 ]2^
2 «̂0

.j?î *s(<— <o) -+- \  q l  Q i i t  —  to) .

On partirait de là pour faire une étude très voisine de celle développée 
plus haut.
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D a n s  le  c a s  d y n a m i q u e  (*) eu particulier, avec l 'équation

q '^-bq— f  — x) q('z) th =  52

[ b > l 1»
<ï> ( x ) d~ >  o ; (ï> >  o,  o]■

il vient comme équation énergétique

<54> ®<'> * ) » '

U
U .

t—h

[?(« — -) — q(t) J2 dx]
<i‘ ^ ) [ q { t  — x) — q(t)~\:Ldx — to) ?2=  2 ? ':

c ’est-à-dire ^ 5  — Si , =  Qq* où l'on a encore :

0 1 Ü t < o.

Il est intéressant d'introduire la force interne

( 5 5 ) ( t — x ) q ( x ) d~.

L ’inversion de cette équation intégrale du type (26) donne

— & </(0 “  p(0 -f- t f  — x)p(x)f/x (9^0, ^  o),
't*

c’est-à-dire l'histoire du déplacement par l ’histoire de la force interne.
Mais, si pour les déplacements on suppose l ’hérédité limitée, il ne 

s’ensuit pas en général que pour la force interne il en soit de même 
{voir n° 5 ).

L ’introduction de p permet de donner une équation énergétique du 
même type (5 i), mais où figurent dans 0, et Q.,, au lieu de q , q et <£, 
?'» P et

Ecrivons l’équation fondamentale

( 5 6 ) q ”( t )  p ( t )  =  t).

C) V o ir  V. Yoltkrrà, Alcune osservazioni sal fenomeni  ereditarii,  § II (Rendiconti  
dei Lincei , apr i le  1929).
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d’où
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(57) ?Y— î ' p =  s<? •

Or de
l—U

J
/+ f — '0

? ( t — ") d' ,
0

on déduit en dérivant
pt—u

— b q ' =  o ( t ) b  J  ty(~) — ~) d ~ t 0) ?(tQ)t
do

d’où
jTt t 0̂

— bq'p =  pp'-t- b p ( t ) j  <Kt ) p'(t — -)rf-  -+- 6 p(/„) — tt ).

Or.
A * 0̂

p ( 0  /  <KT) ?r( t  —  -:)d-
*■ 0

do d0

La première partie peut s’écrire

i—u
<K~) ?2U — ~)d~ —  —  * o ) p 4(*o)

et la seconde

1 d
^ a  w

'V' ( “ ) [ ? (  ̂  —  * )  —  p ( 0 1 * < * .
0

de sorte que

—  b q ' ? =
d
df.

I _ b 
P'2

6 r ‘ f»
- / * (“)?>(* --  T ) r/T j

7 / — «o) ?2( D  - -  7 'K* — O  [>(*0) — P(01*

\ f  Y( “ ) [?(*  — *0 — p( O P - h &■}(* — *0) p( O p(*o)* * y a
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ou, en réduisant,

d YI h r 1-**
_ 6 î ' p = +(■= )?*(< -^ )^

— j j T  4,,(x) [ p(* — •') — pC O ?*-* -  \  <K* — <o)p2(0-

1 8 7

( 5 8 )

L ’équation (67) peut donc s’écrire 

d
dt 4* H'i m —o*J

- & r v
c’est-à-dire

en posant

(■' )[?(* — " ) “  P ( 0 ] 2 d r — -<K« — *o)Pa( 0

t—fc

] - 2  g,

O

e = î î ! + î ï  +  ! /  ^(*)p2(i —' ) rfTè°,

=  \ f  4/ (T)[,°(t — *) — p(0]4^ — ^ ( < - * 0) p’(0>

et dans le cas ^ o réalisé au moins sous certaines conditions (voir  
Note, loc. cit. ), Yl sera < o comme 0, et comme lui non nul en dehors du 
cas de l’équilibre.

Pour terminer disons un mot des généralisations à faire. Nous 
n’avons étudié, dans ce dernier chapitre, que la dynamique à un seul 
paramètre, et le cas biologique de deux espèces, seulement quand l’une 
dévore l’autre. Ce n’est qu’un début d’une théorie héréditaire générale. 
En ce qui concerne la mécanique héréditaire à plusieurs param ètres, 
nous renverrons aux références déjà indiquées, et plus spécialement pour 
l’énergétique, au Mémoire précité du Jo u rn a l de Mathématiques, où 
l ’on déduit, des équations fondamentales,

(^9) hi- = i £ *9 {i =  1 n)

et grâce à certaines hypothèses sur les F^, des considérations énergé
tiques et des propriétés analogues à celles qu’on a données dans le cas 
d’un seul degré de liberté.

Quant aux problèmes généraux de biologie héréditaire , généralisant



CHAPITRE IV.188

ceux des trois premiers chapitres par l ’hypothèse d’hérédité, il resterait 
à compléter Tétude du cas de deux espèces, puis à considérer n espèces 
coexistantes. En procédant comme au n° 2 , au moins quand il n’y a 
que des espèces ou dévorantes ou dévorées, on obtient des équations 
du type

dSr
dt

I' rs ( l —  ”  ) ( ~ ) d~

_

Nr( 0

I r — i , o.

qui ne diffèrent des équations (16) du Chapitre III que par l’introduction 
des intégrales.

On pourra étudier ce système dans le cas où un état stationnaire est 
possible; on est conduit à examiner le cas particulier des petites fluc
tuations pour lequel, avec des simplifications souvent employées, on se 
ramène à un système linéaire, peut-on dire, par rapport aux fonctions 
inconnues. Il ne semble pas que l’on puisse étendre à ce cas, au moins 
d’une manière immédiate, les développements correspondants du cas de 
deux espèces, et qu’on puisse rapprocher les équations des petites fluc
tuations, des équations (5g) de la mécanique. Mais, en renonçant au 
principe des rencontres, on pourrait, avec une méthode un peu différente,, 
obtenir un système d’équations analogue, mais qui se prêterait à des
calculs d’énergétique comme dans le problème dynamique.

NOTE MATHÉMATIQUE

SUR CERTAINES ÉQUATIONS INTEGRALES ET INTÉGRO-DIFFERENTIELLES.

l i .  É q u a t i o n s  i n t é g r a l e s  de V o l t e r r a  ( 1). — On appelle équation de V ol-  
terra de seconde espèce , l 'équation intégrale du type

o ( , r )  =  u ( x )  — f  K ( jt, ?) m(Ç) d%,
d a

où la fonction inconnue u ( x )  est supposée, pour simplifier, continue dans (a.  b),  
tandis que <p(ar) donnée est aussi continue dans cet intervalle et le noyau Ç)
continu dans le champ a ^ . l ' Ç x ^ b .

(T) Voir une étude approfondie dans les Leçons sur les équations intégrales de 
Volterra (Gaulhier-Villars, 1912).
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On démontre que l'équation a une solution unique de la forme

u ( x  ) S ( æ ,  5 )  < p ( Ç )  d \ ,

où S est fonction continue de (.r, ç) dans le même champ que K.
D’ailleurs l ' inversion de cette  seconde équation redonne la première.
On appelle équation de Volterra  de p r e m i è r e  e s p è c e , l’équation intégrale

?(*) = f K (a*. Ç) «(£)</?,

où la fonction inconnue est u { x )  qu’on supposera continue dans ( a ,  b).
On supposera le noyau K continu dans le même champ que plus haut ,  posse- 

() K
dant une dérivée —  continue dans ce champ, enfin tel que K ( # ; x )  X  o.

En supposant de plus 9(5?) donnée continue dans ( a ,  b)  telle que 9 ( a )  =  o, 
l 'équation admet une solution unique. On le voit im m édia tem ent  en se ram enan t  
à une équation de seconde espèce par une in tégra t ion  par parties. Posant

0 ( x ) f
l 'équation intégrale équivaut à

dK
x )

K ( x . x
=  0 ( x ) f  T ™ ----  0 ' ? ) ^/ K  ( x . x  )

qui fournit  0(a?) qui s’annule pour x  ~  a  et dont on dédui t  u ( x )  — 6'(.r).
Quant  aux sy stè m es  d ' é q u a t i o n s  i n t é g r a l e s  d e  V o l t e r r a ,  on appelle système 

de d e u x i è m e  espèce
n

' ? h ( x )  =  U h { x )  - r  /  V  E / ; , ( . r ,  £) u g i X )

*' a g— ]
( // =  1. . . . .  u ),

où les fonctions inconnues uu et  les données o/t sont supposées 
dans { a j b).  Les noyaux sont continus dans le champ a  ^ Ç ^ x  ^ b.  

Il y a une solution unique

u n (x) r h ( oc )

continues

dont l ’inversion donne réc iproquem ent  le système initial. 
On appelle système de p r e m i è r e  espèce

u

?/,0) --- J  ^  K/,,-O, ?) »ê(?) drq
g— L

avec, to u t  d ’abord,  les mêmes hypothèses sur les données et inconnues.
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On supposera de plus ç/, et K/,* continues et de dérivées continues dans, le 
champ; enfin

?/, ( a  ) =  o
et

K u ( x ,  x )

x )

K m ( x ,  X )

Kn„ (# ,  x )
y- o.

On peut alors se ramener à un système de seconde espèce et voir ainsi quM y 
a une solution unique.

1 5 .  S u r  un  sy s tèm e  in té g r o -d if fé r e n t ie l , relatif  a u x  équalions ( i 4 ) - ( i 5 )  

du n° 4. — Le système ( 1 4) rentre  dans le type plus général

j «
\ dXjjl)

(f)0 ) ' d t
S  is ( t ) x s ( t ) -h /  F/a. ( t — ~ } u's ( ~ ) (h

—  ao

i i — i , >, .. . .  n ) j

où les A i S, F is, y t  sont des fonctions connues supposées continues, À;*, y t 
dans F*i( dans (o, -t-oo). Étudions la résolution en supposant donn ïes
continues les x i ( t )  dans l’intervalle (— oc. /„) (*). On supposera seulement

que ces valeurs sont telles et les F,-., tels que les /  F is ( t  — ~) x s (y)d%  soient
d —

des fonctions continues de ce qui aura lieu par exemple si les F** sont de la

forme 9»(0
l "  £« >  o ; 1 yi& j borné ] et les | x d  t) | bornés dans ( — ao, £0).

La résolution du système intégro-differentiel équivaut alors à celle du système 
d ’équations intégrales :

Xj(t)
£a

is (t ) x s ( ~ ) d ~

Or

t % n t
- f  d% f  ' V  F/.;( - — t ) x x ( i ) ( h  -4- f  Y A i ) i h .  

J U » , * J (o

t l "
f  f  ' y J F/.^Ç — - z ) x x ( - z ) d ï  

J , J _ «

= T e
1 o ]

y *  r  sLS / f  ft n * rl

v ) x s { ~ ) ch

T ) xs ( 1 ) dz.

(O Dans le Mémoire  précité  du Jo u rn a l de M athém atiques ( 19^8),  la même étude  
est faite dans le cas de l ’hérédité  l imitée.  Ce cas  est com pris  dans  1‘ ctude du texte  où il



Le premier  te rm e est connu d ’après les données des x-L an té r ieu rem en t  à tQ.
Le second est l’intégrale double de

SUS LES ACTIONS HÉRÉDITAIRES COMPARÉES EN BIOLOGIE ET EN MÉCANIQUE, 1 9 1

2 . F "(Ç- " ) * * ( " ) :

étendue au tr iangle limité par  la première  bissectrice Ç =  t et les parallèles aux 
axes Ç =  t, x =  i0. Il peut donc s’écrire aussi, en renversan t  Tordre des in tég ra 
tions.

/ t n

-% ~ s 
ou

, « (
f  2  x>('z) d'zJ  F;»(E —” ) rfÇ-
h i ^

De sorte que le système s’écrit

— f  d* Ç V  F is( l  — - ) x s ( z ) d ~  — f  Y i ( - ) d -

=  -- Xi ( T 1 - f{ ^  f  F is( l  — - ) a Jt j  ch

sous la forme d ’un système de Yolterra de seconde espèce, puisque le p rem ier  
membre est connu ainsi que

KuM  -4-,■.<(-) +  f_ F„(S-i)erf.

On en conclut qu’il y a une solution unique dans ( t 0: t 1 ).

16. S u r  le sys tèm e  in té g r o -d i f fé r e n t ie l  d u  p ro b lè m e  b io lo g iq u e  
( n os 2  et 6 ). — Nous étudions le système (3) aux inconnues les fonctions 
continues N | , N s :

(3)

.■m,
d t

dt

Ni(0,
j" h - y  i N . f O - j T  f 1( t ) n ,(< — - ) r f - j

F — "F Tî Ni ( 0  ~t~ f* / — t) d~J N,(/ ) ,

avec les hypothèses suivantes : e]5 7 1 . s3, y 2 constantes : F 1} F 2 fonctions ^ o

n'y a qu’à supposer les F /f nuis pour t ^ T0 pour être dans le cas de l ’hérédité limitée, 
et en rem arquant qu'il s u f f i t  alors de connaître les x L antérieurem ent à tQ seulement 
dans ( t0 — T0J tü).



19*
continues et telles que

CHAPITRE IV.

F2(t ) d~

aient un sens, et nous désignerons par r 2 ces valeurs finies positives ou 
nulles.

On suppose connues dans l’intervalle (— oo, t0) les fonctions N*, Na sur lesquelles 
on fera de plus l’hypothèse que dans cet intervalle elles sont bornées (et conti
nues) et positives. Dans le cas relatif à l’hérédité limitée où Fj, Fa sont nuis 
pour £ ^ T 0, il suffira de connaître N|, N2 dans (f0 — Tn,

Nous allons montrer comment sous ces conditions le système (3) admet dans 
(£0î 4 - ° o) une solution formée de fonctions Ni, Na prolongeant continûment les 
valeurs données, et toujours positives ; et que, de plus, dans tout intervalle 
(û), £i) il n'y a pas d'autre solution que celle-là.

Montrons d’abord que si Ni, N2 définissent une solution dans (/0, £t ), ces fonc
tions y sont positives. Gomme elles partent de valeurs positives N^} Ni], il suffit de 
voir qu’elles ne peuvent s’annuler. Or de (3) on déduit pour tout intervalle (/0, t) 
où elle ne s'annulent pas

ei— 7i N,(0 — 

7s N* (Z)-t-

-1- V.

r m<

Fj (t) Ns( / — - ) (h 

F , ( - )  N j ( ^ —  t )  d -

dt,

dt ,

et le second membre est borné en valeur absolue pour
Si donc NL ou N2 s’annulait dans (£0, ^) ,  soit 0 le premier zéro de celle qui 

s’annule la première; quand t << o tendrait vers 6 , l’un des deux au moins de
. N: . N* n . . .. . . . .
log ^  , l o g ^  tendrait vers — », ce qui est incompatible avec le fait que leurs

expressions précédentes déduites de (3) sont de modules bornés. Notre problème 
est donc équivalent à la recherche des solutions positives de

j[_ dN, 
Nt dt

N* dt

ou bien de

a d • ^
Ei — Yi N-f / ) — / l \  (~) N,(/ — t ) (h.

d Q

; - 7 ï  Ni  ( / )  -H f  F s ( t j N i ( i  —  ~)d~. 

do

ei — Yi N = (0 — f  F 1( t )N , (^  — t )<*
d0 J

e, “  V- N i ( î )  — f  F2( t ) N\(/ — - ) dz

1 o J

dt.

dt.

1 1  est donc équivalent de résoudre [c’est-à-dire de chercher des fonctions
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c o n t i n u e s  dans des intervalles { *i) ou (f0î H-*>) et satisfaisant au système]

( 6 1 )
N, =  NV e

Ns =  NS e

|  c , — F , C C ) N 3 i — T (  r / TJ f i l  

H - ’ - r  F S ( T)  N t U— t )  d ~  J d l

avec les données de N1? N 2 dans (— oo, t^) :

Nj ( t)  = / ( / )  >  o 
N2( t) = * /2( ?) >  o

( et bornées)

qu’on pourra  réduire dans le cas d ’hérédité limitée aux mêmes données dans 
I’intervalie ( t 0— T 0, tQ). Ces données déterm inent

n -H a* ni
j  F 1 ( t ) N , ( ^  — -z) <h =  I F, ( 2 — t ) N 2 ( t )</t 

*■■0 ^
/1 +  58 rt t

j  F 2 ( t ) N i (  ̂— t ) d~z =  /  F 2( £ — t )N-i ( x )(Yt

pour £<^0,

La connaissance de N-i, N2 en tre  £0 et t{) en t ra îne ra  donc celle de ces mêmes 
intégrales dans (— oc, tf).

Nous allons former  une solution p a r  a p p ro x im a tio n s  successives. P ou r  
on par t ira  de Nf et N§; subs t i tuan t  ces constantes aux inconnues (pou r  l l h ,  
dans les seconds membres de (6 1 ), on obtiendra  pour ces expressions des fonc
tions N'15, N1,,11 qu ’on prendra en seconde approximation .  On répétera la subs t i tu 
tion d'où NTf ;, N.y, etc., d ’où les deux suites p o sitive s

N?; N V \  N ^ ,  . . .

N!]? ... (^ o )*

Montrons q u ’elles convergent u n ifo r m é m e n t  dans tout  intervalle (/„, ^ ) ;  
cette  uniformité entra înera  que les fonctions limites soient dans ( t 0i -boo) continues 
et intégrales du système.

On voit  d ’abord que
IN'/*' <' N® f<>\

N</>(/) <  NJ c1

<  N§

■T— ^  s ü p* 1 1— t,a )

d l

puis en désignant par Nÿ? N!] des limites supérieures de M .t 'h

f t F,ïtï Nîcei'̂  ” ï/tJ

p , _
/ ÎT* h- IN N® V ] dt

 ̂ i ^ r ' °

N’e'‘ '° ■ - +< N  % e “1 O U ,  S I  £  j  —  O , N S ev

D ’où il résulte que dans tou t  intervalle (£0î £a) les Nf,  sont bornés dans 
leur ensemble supérieurement.  On désigne par  L une limite supérieure.
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Alors comme

logN :/,+' l)— logN :/,! =  ! _  NV1’ ) ^  >

où U est compris entre N(*+|! et N'A’, il vient

| N*:+ ' >( t) — N</*!( t) | % L | log IN'/l+11 U)  — log N*/1' ( / ) |

et de même

| N !/*■+■11 ( t ) —  N i l 1 ( 0  1 S L 110 g N y 11 ( t)  — 10 g N$'■1 ( t ) |

pour l0^ t  ^ tlt
Remarquons maintenant que d’après (61)

lo g N V H i)  — l o g N !,°’(<)

t)N» ch at,]
lo g N j j 'H o  — l ° g N 'ao i ( 0

—  T ) N 5 rfx î

d’où
I logN*,'1— logNÎ |S(*4 +  YiNS +  l'inT[ +  r,NS)(< -  to), 
| logNV1— logNS I <(es-t-f2NÏ +  r,Nÿ +  r . N ? ) ( ( - *,).

( 6 2 )

On en déduit que, À étant un nombre positif convenable,

| |NV’( * ) - N f ( O I <  A ( f - * . )
I |N y j( 0  — N S (« )K  A(< — t0)

Puis

pour

log N;,A+i J( <) — log N/‘! (1 )

ri [N(,ft,( 0  — N ÿ - |J Ft (f — t) [N!2JI(t) — N^1-1 !(t)] ch ] dt%

log Nl/‘+n(<) — log N!/l!(£)

YsfN^HO —
t
F J ( t —  T ) [ N</1) (t) — N /*-11 (t)] rft] dt.

Désignons par <ï> une limite supérieure de Fi(0* F2(£) dans l’intervalle
(O, t± ™ “ ).

Si

l IN^’CO —N^-'HOI
(63) I ‘ pour (A>i),

( I N ^ O - W ^ H O K » ^ 0 '
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on aura donc
(« — <o)*+1
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| log N!/ l + 1 ) ( 0  — log N\h)(t) | <  (ïiH- $ ) B (A-hi)! 9

d'où

| log -  log NI/»( 0  | <  (T ,+  <K)B

( t_t 'iAh-i
|N ? + '(< )  -  Nÿ» ( 0  [ <  L ( 7 l +  <D)B O J0 , ,

| Ni/'+ 1 :( t) -  N1/»( 0  | <  L( Ï 3 +  * )  B ( ^ ° i ) r  ‘

Soit C un nombre positif supérieur à L ( y1 +  <ï>) et L (Y 2 -f- <ï>). On voit que les 
inégalités (63) entraîneront

! Ni/'+i > (0  -  N</» U) I <  B . C

IN ÿ+.)(ï) - N i* i ( 0  ! <

En raisonnant par récurrence à partir de (6a), il vient donc

I N C / .- H  ) ( A  _  i y * ! (  0 , <  A ( v ,  ( l ~ l  »)A+1 <  â ;  r 0  ( ^  —  ? u ) 1Æ+1
I jqift+i : / £ \ __I <■ A C *  O  ^ ) /' +1 < ^  [ C ( ^ i  *o; ] A'*~1
1 2  ( ’  2 '  ; i <  ( /i +  1 ) ! = G ( / t  - + - 1  ) !

OoSa^i),

d’où résulte immédiatement la convergence uniforme des suites.
Quant à l 'unicité  de la solution dans tout intervalle (/0, ti) (tx quelconque >  ?0), 

elle s'établit par un raisonnement analogue. Soient K4î N2 une solution dans (£0, ^), 
et L une limite supérieure de ces fonctions dans (— os, t). On a d’abord

l ^ :]ft)( 0  — Ni (t) I g Li I logN:/t3(«) — logNi(f)| 
| n -M ( t) _  Ns ( t) | < U  I iog Ni/» ( t) -  1 og Ns ( t) | ( ̂ 0 ~ t - l\ ) »

Puis
I logN?— IogNj |  ̂ [< i+  (y i +  r 1)L1] ( ï— «„),
| log N® —  logN, | ^ ( £, ~t~ ( Ys r .  ) Li J ( t —  ô)>

d'où, A , étant un nombre positif convenable,

|N“ — N , | < A , ( i -  f0), 
| NS— Nj) <  k i ( t — t„).

Puis on verrait que l’hypothèse

(h >  o)
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en t r a in  e

i r c ^ - N i  1 <  Li(ti +  * ) b {- h ^ " y p  

I N'i/*H)— N; I <  Lt(>+<E)B

D’où, en raisonnant toujours comme plus haut et in troduisant  Ci > \ M Y i
I (y2 -t-- *1*),

| ft:/‘+n(0 — N,(<) i <  -tt-'
^  t

| N./'"HO— N,(/)| C —tjl

[Cl(^l— <o)]/t+2 
( h -h a ) !

( A h- a )\

( toï t ï t  0,

ce qui prouve que les suites N!̂ -, N(*! tendent vers Nj(£),  N2 (t).
Cette solution Ni, N2 est donc celle obtenue par la méthode d 'approximations 

successives, d’où la p roprié té  d ’unicité.



CONCLUSION.

HISTORIQUE. — BIBLIOGRAPHIE.

i ,  2, 3* Vue d’ensemble sur l 'étude qui précède. Remarques diverses. — 4. Vérifi
cations expérimentales.  — 5-9. Notice biologique et historique sur les asso
ciations et les équilibres biologiques. — 6 . Biologie agraire.  — 7. Epidémies. 
P a lu d ism e .— 8 . I lvdrobiologie.  — 9. F luctuations .

1. L ’étude qu’on vient de faire apparaît comme formée de deux  
parties bien distinctes. Dans la première on a étudié comment
réagissent les espèces entre elles, mais en supposant toujours que les

»
causes ont des effets immédiats; dans l ’autre on a repris l’étude en 
tenant compte d’un retard dans les effets. Comme on l ’a expliqué, 
le premier poinL de vue est bien moins conforme à la réalité, mais il 
a l ’avantage d’être plus simple et de permettre des développements 
mathématiques plus faciles et plus complets; il donne la voie à une 
théorie plus générale en donnant des résultats que l’on s’efforce 
d’étendre.

2 . Examinons d’abord la prem ière p a rtie . Après une courte étude 
de deux espèces qui se disputent la même nourriture, nous abordons le 
cas fondamental de deux espèces dont l’une se nourrit de l’autre. Il est 
important pour plusieurs raisons. D’abord la mise en équations la plus 
satisfaisante est basée sur la méthode des rencontres que parla suite on 
utilisera aussi souvent que possible et qui semble vraiment solide. 
D’autre part ce cas simple conduit facilement à trois lois fondam en
tales, des fluctuations, de la conservation des moyennes et de la pertur
bation des moyennes. Ces lois, dont l ’intérêt pratique est évident, on 
cherchera constamment à les généraliser dans la suite, en examinant des 
cas de plus en plus compliqués, à chaque fois que l ’on se trouvera en 
présence de plusieurs espèces coexistant indéfiniment. Ce seront même 
les résultats les plus importants sur les associations stables d’espèces. 
Ajoutons enfin que dans ce cas simple de deux espèces, on étudie les
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petites fluctuations par un procédé qui sera toujours employé dans La 
suite; il consiste à négliger, comme en mécanique pour les petits mou
vements, certaines quantités du second ordre devant d’autres consi
dérées comme du premier ordre, de façon à se ramener à des équations 
linéaires à coefficients constants d’intégration immédiate. Le premier 
Chapitre se termine par l’examen des divers cas possibles pour deux 
espèces, où se trouvent mises en évidence les diverses circonstances 
de disparition  de l’une ou des deux espèces. Ainsi se trouvent en puis
sance dans le premier Chapitre tous les résultats à venir. De plus se 
manifeste déjà, parle développement théorique au delà de toute limite 
d’une espèce dans certains cas, l ’insuffisance de la mise en équations 
qui ne tient pas compte de l’influence retardatrice certaine de chaque 
espèce sur son propre développement quand elle devient trop nombreuse 
dans l’espace borné et délimité que l ’on considère.

D ès le second Chapitre nous considérons un nombre quelconque 
d’espèces. Et si, dans le cas général où elles ont des actions réciproques 
directes, la même méthode des rencontres fournit aisément les équations 
différentielles de l ’association biologique, ces équations sont trop géné
rales pour qu’on puisse en tirer des conséquences sans hypothèse supplé
mentaire. Aussi faisons-nous d’abord celle des équivalents, vraisemblable 
au moins dans certains cas et qui impose une forme particulièrement 
commode au système différentiel par ce fait qu’on en peut déduire des 
intégrales premières. Alors apparaissent d’eux-mêmes deux cas bien dis
tincts : i ü celui d’un nombre pair d'espèces d’après lequel, si un état 
stationnaire est possible, on peut généraliser les résultats relatifs au cas 
de deux espèces dont l ’une dévore l ’autre ; on trouve des fluctuations 
bornées non amorties et des moyennes asymptotiques correspondant à 
l ’état stationnaire ; et la loi de perturbation des moyennes se généralise 
si chaque espèce est soit seulement dévorante, soit seulement dévorée ; 
2° celui d’un nombre impair d’espèces dans lequel toutes les espèces ne 
peuvent subsister en restant bornées. On pourrait s’étonner, au point de 
vue pratique, de cette importance de la parité. Mais ne peut-on répondre 
par exemple, dans le même domaine du simple bon sens, que dans un 
cas on peut accoupler deux à deux les espèces, et que, dans l’autre, il en 
resterait une toute seule pouvant de ce fait se composer de façon très 
différente ?

Le second Chapitre se termine par l’étude d’un cas remarquable de 
trois espèces, qui met plus spécialement en évidence la nécessité de 
retoucher à la mise en équations afin de tenir compte de ce fait qu’une 
espèce dans un milieu délim ité se développe plus difficilement dès

1 9 8
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qu’elle devient très nombreuse ( ’ ) parce que sa densité de répartition 
augmente au point de modifier notablement les conditions de vie; ce fait 
empêche la croissance infinie qui résulte dans certains cas des équations 
adoptées jusqu’à présent.

C ’est avec cette idée nouvelle qu’on ouvre un troisième C hapitre . 
Pour introduire cette résistance au développement, analogue, en méca
nique, au frottement qui croît avec la vitesse, on ajoutera à l’expression du

coefficient d’accroissement —
IN i d t linéaire par rapport aux Nr d’indice

différent de /, et tel qu’on l ’a pris au Chapitre II, un terme — (X,-> o)
tendant à diminuer ce coefficient quand l ’espèce devient nombreuse 
dans le milieu délimité toujours considéré. On constate tout de suite 
l’effet de limitation dù à ces termes. On démontre ensuite que si un état 
stationnaire est possible, il y a, comme au Chapitre II, des variations 
bornées, mais les fluctuations sont maintenant amorties et il y a un état 
limite qui est l’état stationnaire. Si les équations de l’état stationnaire 
admettent une seule racine négative, l’espèce correspondante doit dispa
raître. Mais dans tous ces raisonnements s’introduit très naturellement 
la forme quadratique définie positive iX tN‘2 qui tend à faire décroître ce 
qu’on a appelé la «valeur de l ’association biologique »; celle-ci, qui, 
lorsque les causes constantes d’accroissement sont nulles, resterait cons
tante sans les À/, diminue à cause de ces facteurs avec une vitesse pro
portionnelle à la valeur de la forme quadratique. L ’étude des petites 
fluctuations comme celle du cas particulier de trois espèces examiné au 
Chapitre précédent et repris avec un terme — X;NZ-, montre bien le rôle 
d )amortissement de ces termes.

Le rôle de la forme 2 X/N? nous conduit naturellement à envisager 
le cas beaucoup plus gênerai où les coefficients d’accroissement sont 
des fonctions linéaires quelconques des N; : on aboutirait d’ailleurs à 
des équations de cette forme en utilisant la théorie des rencontres, 
puis ajoutant des termes d’amortissement. En supposant qu’on puisse 
attribuer des valeurs positives aux individus de chaque espèce de façon 
qu’une certaine forme quadratique soit définie positive, il est possible 
de refaire presque exactement les calculs de la première partie du 
Chapitre, d’où les mêmes conclusions. De telles associations sont dites 
dissipatives, vu le rôle de la forme quadratique, tendant à diminuer la 
valeur globale de l’association biologique. Celles pour lesquelles on

(*) C’est ce qu’a vériûé expérimentalement M. Chapmann ( voir plus loin n° 4)*
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pourrait trouver de la même façon une forme quadratique nulle, et qui 
sont celles du Chapitre II, sont dites conservatives.

Ces dénominations étaient tout indiquées, vu les façons bien distinctes 
étudiées respectivement aux Chapitres II et III, dont se comportent 
ces deux sortes d'associations qui, différentes, n'épuisent d ailleurs pas 
tous les cas théoriquement possibles de la mise en équations sous la 
forme générale considérée. Il est donc tout naturel de chercher ensuite 
des critères et des propriétés de ces deux espèces d’association dont les 
dissipatives se rapprochent plus, en général, de celles de la réalité, les 
autres ne correspondant ordinairement qu’à des cas limites; de même 
qu'en mécanique, la dynamique sans frottement n’est qu’un cas idéal 
et une première approximation de la réalité qui peut d’ailleurs être très 
bonne dans certains cas. On termine enfin cette élude à base d’équations 
différentielles en s’occupant d’une part des perturbations que peut causer 
à une association stable, non plus une destruction continue, mais un 
apport unique d’individus d’espèces nouvelles, et d’autre part de l’in
fluence des variations avec le temps du milieu où vivent les espèces, en 
se limitant au cas simple et fréquent de variations faibles et périodiques.

3. Dans la seconde p artie , on introduit, systématiquement, les 
actions héréditaires, au sens spécial de ce terme sur lequel on a longue
ment insisté et l’on montre comment la théorie des rencontres et des 
considérations simples d’hérédité conduisent à des équations intégro- 
différentielles qu'on étudie dans le cas le plus simple d’une espèce 
dévorante et une espèce dévorée. C ’est un retour au problème initial 
avec Thérédité en plus, niais il n’est pas sans difficulté analytique de 
retrouver sous une forme voisine les trois lois fondamentales. Encore 
n’a-t-on pas introduit dans les équations de facteurs d’amortissement 
servant à rendre valables ces équations même pour des valeurs arbi
trairement grandes des N; de sorte que les fluctuations trouvées n’étant 
pas nécessairement bornées, il y a quelque restriction dans l ’interpréta
tion pratique des résultats (*).

Dès le début on a rapproché les problèmes biologiques de ceux de la 
mécanique héréditaire, étudiés dans diverses notes et mémoires par 
M. Volte rra. La liaison est tout à fait étroite entre l’étude de la dyna
mique à un paramètre et du problème biologique à deux espèces précité 
dans l’hypothèse de fluctuations petites qui permet de simplifier les

( l ) L ’introduction de termes d ’amortissement a pour effet de l imiter  supérieurement 
toutes les f luctuations et inférieurement celles de l 'espèce dévorée ( v o i r  B r el o t , l o c .  c i t .).
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équations. M. Volterra, qui a étudié simultanément l'énergétique en 
mécanique et en biologie, n'a pas cru devoir séparer les études à cause 
de leurs analogies analytiques qui l'ont aidé dans ses recherches. Ces 
études, comme on l’a vu, se ramènent à celle d'un môme système 
intégro-difïerentiel dans lequel il n'y aura plus qu'à particulariser cer
taines fonctions et constantes pour obtenir les deux cas; et ce serait 
souvent se répéter que d’étudier séparément le mouvement spontané en 
mécanique et le problème biologique en question L'équation énergé
tique fondamentale a pour but de mettre en évidence des expressions 
de signe détermine ou variant dans un meme sens. On a vu toutes les 
conséquences qu'on en pouvait tirer surtout en mécanique. En biologie 
on en a déduit Y impossibilité d 'une périodicité , et c'est là ce qui carac
térise les actions héréditaires. On n’a guère fait qu'aborder les pro
blèmes biologiques héréditaires; mais les difficultés d'analyse sont plus 
grandes que dans la première partie.

Encore, dans tous ces problèmes, n’a-t-on utilisé que Vhérédité 
lin éa ire; si dans les problèmes d'élasticité, d’électromagnétisme ou de 
biologie, elle est tout indiquée, il y a en dynamique un intérêt spécial 
à généraliser; on est ainsi conduit à des équations fonctionnelles plus 
générales que les équations intégro-difïerenticllcs (*).

4 . À tous ces développements théoriques, quelles confirmations l'ex
périence va-t-elle donner ? Les vérifications expérim entales sont à 
peine commencées. Nous avons parlé dans l'Introduction des plus 
importantes études statistiques sur la pêche.

Citons aussi les recherches du professeur Chapmann, qui a entrepris 
des études systématiques en expérimentant sur des insectes qui sc 
prêtent à une observation facile ( 2). Il s'agit d'un scarabée de farine, le 
Tribolium  confusum , qui vit dans la farine, milieu stable dont on peut 
mesurer facilement la température et le degré d'humidité. Un grand 
nombre d'insectes peuvent vivre dans un espace restreint et beaucoup de 
générations se succèdent en peu de temps. Il est facile de faire varier les 
conditions du milieu. Toutes ces expériences en cours ont déjà montré 
nettement l'existence d’un état limite, causé par la résistance du milieu,

( l ) Pour cette extension voir une Note de M. V o l t e r r a  (B end, dei L incei. vol. XI, 
Ser. 6a , icpo, p. 6 ïq).

( 2 ) H. N. C i i a p m a n n ,  The quantita tive analysis o f  environ m enta l fac to rs (E cology , 
vol. IX, 1928 , p. 1 1 1 );

— The trend o f  insect population fr o m  the viewpoint o f  biotic p o ten tia l and  envi
ron m ental resistance (manuscrit).
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et qui est assez rapidement atteint. Cela s’accorde bien avec la mise en 
équation

e/N
d t

( e —■ X N ) N ,

dont nous avons parlé au début du Chapitre III et qui conduit à Tétât 

limite N =   ̂•

On peut envisager même ici un problème plus compliqué, car les 
adultes mangent leurs œufs quand la nourriture fait défaut, de sorte 
qu’il faudrait introduire séparément les nombres d’œufs, d’adultes et 
même aussi de larves.

o. A côté des références surtout d’ordre mathématique données dans 
Tintroduction, il convient de passer en revue d’une façon plus complète 
les idées des zoologues sur les causes déterminantes des variations 
chez les espèces animales coexistantes ( ') .  L ’importance de cette 
coexistence dans la limitation des nombres d’individus est bien connue 
des zoologues.

Déjà Darwin dans son Origine des espèces p a r  sélection naturelle 
place parmi les facteurs les plus importants de l’évolution des espèces 
animales la lutte pour l’existence, qui consiste précisément dans la 
concurrence entre les individus des diverses espèces, surtout pour se 
nourrir. Darwin fait remarquer que l'accroissement d’une espèce ne 
dépend pas seulement de la nourriture qui est à sa disposition, mais 
qu’il dépend aussi de la possibilité d’être la proie d’autres espèces. C ’est 
pourquoi tout ce qui fait diminuer les espèces qui se nourrissent des 
autres contribue à l ’accroissement de celles-ci. Il donne l’exemple de 
la chasse qui est quelquefois favorable à l’augmentation du gibier 
parce qu’elle détruit les oiseaux de proie (-). (•)

( • )  Les  notices b ib l iog rap h iq u es  et h is tor iqu es  qui su iv e n t  ont  été réd igées  p ar  
M. D ’Ancona .

( 2) La q u a n t i t é  de n o u r r i tu r e  d é term in e ,  cela va sans d ire ,  la l imite  e x t r ê m e  de la 
m ult ip l ica t ion  de chaque  espèce  ; m ais ,  le p lus o rd in a i r e m e n t ,  ce qui détermine le 
nom bre  moyen des in d iv id u s  d ’ une espèce,  ce n ’est pas la d i ff icu lté  d ’o bten ir  des 
a l iments ,  mais la facil i té  avec laquelle  ces indiv idus  de v ien n en t  la pro ie  d ’a u tr e s  
a n im a u x .  A ins i ,  il semble  hors de doute  que la qu ant ité  de p e r d r ix ,  de grouses  et de 
l i èvres  qui peut e x i s t e r  dans un grand parc  dépend p r in c ip a le m en t  du soin avec lequel 
on dé tru i t  leurs  ennem is .  Si l ’on ne tu a i t  pas une seule tête de g ib ie r  en A n g le te r r e  
p en d an t  v in g t  ans,  m ais  q u ’en m êm e temps on ne détru is i t  aucun de le u rs  enne mis,  
il y  a u r a i t  alors p ro b ab le m e n t  m o in s  de g ib ier  q u ’il n ’y en a a u jo u r d ’hui,  bien q u ’on en
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On pourrait envisager ces mots comme une vague intuition des 
faits que maintenant on doit regarder comme une conséquence de la 
loi de perturbation des moyennes par destruction (voir p. 20 et 5o).

La complexité des rapports entre les individus des diverses espèces 
coexistantes a été ensuite mise en relief par Mobius (*), dont l'étude 
des bancs d’huîtres du Schleswig-Holstein Ta conduit au concept de 
biocénose ou association biologique, pour désigner un ensemble 
d’espèces et d’individus coexistants dans un même milieu avec des 
échanges de nourriture ou autres. Il met aussi en évidence l'influence 
des divers facteurs du milieu sur la composition d'une association et 
considère l'espace et la nourriture comme les éléments essentiels à la 
base de toute association. Enfin, il reconnaît que dans chaque biocénose 
s’établit, entre les différentes espèces, un état d’équilibre qui peut être 
modifié par la variation de certains des facteurs du milieu.

Ce serait un travail pénible, et ici superflu, que mentionner tous les 
auteurs qui, par la suite, se sont occupés des associations biologiques et 
ont relevé le fait de la limitation réciproque des espèces coexistantes. 
Citons seulement parmi les ouvrages de caractère le plus compré
hensif, ceux de Doflein (2), CuénoL ( 3), Hesse ( 4), Elton ( 5) et 
le traité récent de Friederiehs dont on parlera plus loin. Tous ces 
auteurs indiquent qu'il existe un état d'équilibre correspondant à 
certains rapports entre les nombres d'individus des diverses espèces de 
l’association et que cet état est soumis à des variations. L ’existence de 
ces rapports mutuels se manifeste en particulier quand on les modifie, 
par exemple, par l’introduction de nouvelles espèces. Dans les 
ouvrages cités, 011 trouvera de nombreux cas très connus et bien des 
exemples d’une telle influence de l’apport de nouvelles espèces dans une 
association, ou de la destruction de certaines de celles qui la consti
tuaient. Mentionnons encore l’ouvrage de Lotka(6) qui a traité le pro
blème des équilibres interspécifiques sur des bases mathématiques.

tue des centaines  de mil le  chaque  année.  [ D a r w i n , Ch.,  V o rig in e  des espèces au  
m oyen d e  la, sélection natu relle  ou la  lutte p o u r V existence dans la  natu re . P a r i s ,  
R e in w a ld ,  1 8 8 - ,  p. 74.

( l ) K.  M o b i u s , Die A uster u n d  die A u sterw irtsc h a ft  ( B e r l i n ,  1877) .
( 3) F .  D o f l e i n , Das Tier als G lied  des N a tu rg a n zen , in H e s s e  und D o f l e i n , T ier-  

bau und T ierleben  ( L e ip z i g  und B e r l i n ,  i g i 4 ).
p1 ) L .  C uknot , L a  genèse des espèces a n im ales, 2* éd i t ion  ( P a r i s ,  1921) .
( 4) R .  H e s s e , T ier g éo g ra p h ie  a u f  ôkologischer G ru n d la g e  ( ï e n a ,  1924).
( 5) C. S .  E lton, A n im a l E co lo g y  ( L o n d o n ,  19 2 7 ) .
( 6) À.  L otka, E lem en ts o f  p h y s ic a l b iology  ( B a l t im o r e ,  1925) .
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6. L ’importance des équilibres biologiques a été particulièrement 
mise en évidence à propos des anim aux nuisibles ou utiles à l’a g r i
culturej justement parce que, dans cette branche de la biologie 
appliquée, on peul mieux apprécier Futilité de Fétude de ces problèmes.

Déjà Marchai ( l ) avait mis en relief Fexistence d’états d’équilibre 
numérique chez des espèces d’insectes et leurs parasites, en consi
dérant plus particulièrement les espèces nuisibles à l ’agriculture. Il 
reconnaît même Fexistence d ’oscillations périodiques du nombre des 
insectes eux-mêmes et, le premier, en cherche la cause dans les rapports 
des insectes avec leurs parasites.

Ghigi ( 2) dans une leçon d’ouverture à FUniversité de Bologne, dis
tingue en externes et internes les causes aptes à modifier un équilibre 
biologique; les premières sont dues à des phénomènes physiques qui 
modifient le milieu, les secondes aux rapports de nutrition et à la varia
bilité des êtres coexistants. Au point de vue entomologique agraire:, il 
mentionne le système formé de filantes, d’insectes phytophages et de 
leurs ennemis. Entre ces trois éléments de l’association s’établit un 
équilibre qui peut en parLie être modifié par Faction de l’homme.

Du même sujet s’est occupé Berlese ( 3) qui met aussi en évidence 
Fexistence d’oscillations des équilibres biologiques et en recherche les 
causes, d’une part dans les conditions du milieu, d’autre part dans les 
variations des rapports entre les espèces.

Caullery (*) aussi souligne l’importance des insectes entomophuges 
dans la limitation de la multiplication d’autres insectes et cite de nom
breux exemples. Récemment Thompson (5) a beaucoup étudié la ques

ao4

(*) P .  M arc  h a l , L 'é q u ilib re  n um ériqu e des espèces et ses relations avec les p a r a 
sites chez les Insectes {C . ft. Soc. B i o l t. X L Ï X ,  1 8 9 7 ^ .  129) .

( 3) A.  Ghigi, L 'éq u ilib r io  d e g li  organisait ïn rapporta a il' a g rico ltu r  a. Pre lez ione .  
al corso di Z o o iog ia  ed Entom oiogia  A g r a r i a  n e l l 'U n iv ers i tà  di Bologna ( Bo logne ,  
1903) .

( 3) À.  B k r l e s f , C onsiderazioni sui ra p p o rti tra p iante, loro insetti nem ici e cause 
nem iche d i  questi ( F ied ia , vol.  IV ,  1906, p. 198).

(*) M. G a u l l e r y , Le parasitism e et la  sym biose  ( P a r i s ,  1922).

(5) W. H. T hompson, Théorie de l'a ctio n  des parasites entom ophages. Les fo rm u le s  
m athém atiques d u  p a ra sitism e cycliqu e {C . R. A ca d. S c t. 174, 1922,  p. r>oii  — 
É tu d e  m a thém atiqu e de Vaction des parasites entom ophages. — D urée d u  cycle  
p a ra sita ire  et accroissem ent de la  proportion  d 'hôtes p a ra sités  ( C . R . A ca d. Sc., 
t. 174, 1922,  p. i 433 ).

— E tu d e  des quelques cas sim ples de p a ra sitism e cyclique chez les Insectes ento
m ophages (C . R . A cad. 5 c. ,  t. 174, 1922,  p. 1647) ;

—  L a  théorie m athém atique d e  l'action  des pa ra sites entom ophages {R evu e g én é
ra le  des Sciences , t. X X X I V ,  1923, p. 2 0 2 ) ;
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tion de la lutte biologique contre les insectes nuisibles aux plantes. Il 
remarque que le procédé d’introduction dans certaines régions, d’enne
mis naturels des insectes nuisibles, a donné de meilleurs résultats dans 
les régions insulaires que dans les régions continentales. En général, 
même dans les régions continentales, l ’introduction d’un ennemi naturel 
réussit à rétablir bien souvent l ’équilibre biologique altéré par l’importa
tion d’une espèce nuisible. 11 étudie quantitativement le développement 
de quelques-uns des plus importants insectes parasites des plantes culti
vées et plus spécialement les facteurs qui, en Europe, limitent la multi
plication de la Pyrausta m irabilis ; il observe que cette limitation ne 
provient pas d’une seule cause mais d’un ensemble de facteurs agricoles, 
météorologiques et parasitaires, ensemble variable avec le lieu et le 
temps; avec des variations de ces facteurs, on peut avoir des variations 
de l ’équilibre naturel, et en conséquence, des fluctuations dans la mul
tiplication des espèces considérées. Thompson a aussi étudié mathé
matiquement le rapport entre les nombres d’individus d’une espèce et 
de ses parasites.

Citons ici les recherches récentes de Chapmann dont nous avons 
parlé plus haut (voir n° 4 ).

Bodenheimer ( ')  s’est occupé aussi des équilibres biologiques des 
insectes; il pense que les équilibres eux-mêmes ne sont pas déterminés 
par l’action des parasites, des ennemis et des maladies, ni par la limi
tation de la nourriture; il attribue au contraire une importance prépon
dérante aux phénomènes climatériques. Mais Friedericbs, en exposant 
ces recherches (-), estime que les causes abiotiques ne sont pas exclu
sives à déterminer les invasions d’insectes. Le même Friederichs, dans

— L a  théorie m ath ém atiqu e de fa c t io n  des p a ra sites  entom ophages et le fa c t e u r  
d u  h a s a rd  (A n n . F a cu lté  des Sciences de M arseille , 2* s rr ie ,  t. I l ,  1924, p. 6g) ;

—  On the relative  value o f  p a ra sites  a n d  p red a to rs  in the bio logical control o f  
insect pests (B u ll .  E n to m . F es ,, vol .  X I X ,  1929, p. 3^3 ) ;

— A contribution to the s tu d y  o f  b iological control a n d  p a ra sitic  introduction  in  
continental a re a  (P a ra s ito lo g y , y o I. X X ,  1928, p. 90)

—  On the effect o f  random  oviposition on the action o f  entom ophagous p a ra sites  
as agents o f  n a tu ra l control (P a ra s ito lo g y ,  vol .  X X I ,  1929,  p. 180)

—  On n a tu ra l control ( P a ra s ito lo g y , vol .  X X I ,  1929, p.  269).
— On the p a rt p la ie d  b y  p a ra sites  in the control o f  insects liv in g  in protected  

situations (B u ll. Entom . R es., vol .  X X ,  1930,  p, l\o7).
W. R. T hompsox and H. L .  P a r k e r , The p ro b lem  o f  host relations w ith  sp ecia l 

referen ce to entom ophagous p a ra sites  ( P a r a s ito lo g y , vol .  X I X ,  1927).
( ' )  F. S. Bodenheimer, Welche Faktorem  reg u lieren  d ie  In d iv id  uenzahl e iner  

In sekten art in d e r  N atu r ? [B io l. Z e n tra lb l., Bd X L V I I I ,  >928, p. 7 14 ) .
( 2 ) K. F riederichs, Welche Fakto rem  reg eln  d ie  In d iv id  uenzahl einer Insektenart 

in d e r  N a tu r ? F i n  ki ilisches R e fe ra i  (Ans .  S c h à d lin g sk u n d e , Bd V, 1929,  p. 1 1 9 ) .

io5
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son récent traité (*), donne de longs développements sur tout ce pro
blème complexe des milieux des associations et des équilibres biolo
giques et examine à ce point de vue les invasions d’insectes et d’autres 
animaux nuisibles.

Dans le domaine de l ’entomologie agraire, l ’importance des équi
libres biologiques est largement reconnue; et l ’on emploie fréquemment 
le procédé de la lutte biologique, d’abord utilisé aux Etats-Unis, pour 
combattre certains insectes nuisibles aux plantes. Un exemple classique 
de telle lutte biologique est celui de V leery  a pun: has i, cochenille para
site de fruits acides tels que citrons, oranges, etc., qu’on a arretée 
dans sa diffusion en répandant dans les régions infestées le petit coléop
tère Novius card inali s qui en détruit les larves. En Italie, l'emploi 
de la Prospaltella Berlesei fut recommandé par Berlese pour combattre 
le parasite du mûrier Diaspis pentagona .

Citons encore que, cette fois contre un rongeur nuisible, 1 g P ity mysi 
Scivii, sorte de campagnol (en italien arvicola), Splendore (2) a obtenu 
de beaux résultats pendant l’été de 1916 dans les Pouilles, en répandant 
une bactérie qu’il avait isolée, la Bacterium  p ity  my si.

7 . Le problème des équilibres biologiques s’est posé aussi dans Vétude 
des épidém ies, en particulier du paludism e .

Ross (*) a établi des équations pour définir le cours de l ’épidémie 
paludique chez des populations humaines par rapport aux nombres des 
piq.1 res des moustiques infectés.

Lotka ( ')  a repris et étudié ces équations avec plus de détail; il a 
tenu compte aussi du retard de la période d’incubation.

Martini (5) s’est occupé aussi de ce sujet et a établi des équations qui 
représentent l’allure des maladies immunisantes, dans lesquelles s’éta

a o 6

(*) K .  F r i e d e r i c h s , Die G ru n d fra g e n  und G esetzm àssigkeiten d e r  la n d -u n d  
forstw irtsch aftlich en  Zoologie insbesondere d e r  E ntom ologie  { B e r l i n ,  j 93o ).

( 2 ) A. S p l e n d o r e , I n t o r n o  a i l e  m a l a t t i e  d e l l e  a r v i c o l e .  Relaz ione  su lle  r i cerch e  :‘attc 
per conto  del Ministère» di A g r ic o i t u r a  ( B o l l e t t i n o  M i n i s t .  Â g r i c o l t ., S é r .  B, 1 9 17 ) ;

— S tu d i nelV interesse d i una lotta b iologica contro le arvicole  { Bollettino m inist. 
Â g rico lt., Sér .  B ,  19 18 ) .

( 3 ) R. Ross ,  T h e  p r e v e n t i o n  o f  m a l a r i a , seconde édition (London,  1 9 1 1 ) .
( 4) A. J. L otka and F. R. S h a r p e , C o n t r i b u t i o n  to  t h e  a n a l y s i s  o f  m a l a r i a  e p i d e 

m i o l o g y  ( A m e r i c . J o u r n a l  H y g i è n e , v o l .  I I I ,  iga3, p. 1).
( s ) E.  M a r t i n i , B erechnungen und Beobachtungen z u r E p id em io lo g ie  d e r  M a la ria  

{ Hambourg, i 92r).
V o i r  à ce su je t  : A. J .  L otka, M a r t i n i ' s  e q u a t i o n s  f o r  t h e  e p i d e m i o l o g y  o f  i m m u 

s i n g  d i s e a s e s  ( N a t u r e , vo l.  C X I ,  i 9 i 3 , p. 633) ;  G. N. Watson, M a r t i n i * s  e q u a t i o n s  

f o r  t h e  e p i d e m i o l o g y  o f  i m m u s i n g  d i s e a s e s  ( N a t u r e , vo l.  C X I ,  1933, p. 808).
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blit, pour ainsi dire, un équilibre entre le germe pathogène et son action 
immunisante. Dans certains cas se produisent de part et d’autre de 
l ’état final d’équilibre des oscillations pour lesquelles apparaissent une 
suite de vagues épidémiques.

Puis Sella ( ' ) ,  en collaboration avec Lucaroni, a cherché à évaluer, 
en se reportant aux équations de Ross, rinfluence des animaux domes
tiques sur le régime paludique.

Depuis quelque temps, on utilise, contre le paludisme aussi, la lutte 
biologique qui a donné particulièrement de bons résultats en employant, 
comme larviphage, un petit poisson, la Gam busia .

Rappelons aussi les travaux d’Elton (-) qui signale P existence, chez 
les Mammifères sauvages, d’épidémies qui en limitent la multiplication. 
La périodicité de ces formes épidémiques et les fluctuations du nombre 
des individus des espèces mammifères étudiées sont attribuées par l’au
teur à des variations climatériques périodiques.

8. Dans le domaine de Vhydrobiologie l’importance des biocénoses 
et des équilibres biologiques fut, après Mobius, soulignée par maints 
auteurs.

Monti ( * 3) et Thienemann (*) se sont occupés des équilibres biolo
giques des lacs; Brunelii ( 3) a relevé leur importance dans le repeuple
ment des lacs.

Dans les mers nord-européennes, spécialement, on a fait des études 
de cette nature dans le but d’évaluer la productivité marine; il serait 
trop long de citei* toutes les recherches de ce genre; nous nous conten
terons de rappeler les noms de Mc. Intosh, Hensen, Petersen qui se sont 
particulièrement occupés de ces problèmes.

( l ) M. S ella, R elazione d é lia  cam p agn a  an tian o felica  d i F iu m icin o  ( 1 9 1 9 ) ,  con 
sp écia le  r ig u a rd o  a lla  b io lo g ia  d e g li  a n o fe li ed  a g li  a n o fe li in fetti. In  B. G r a s s i  
e M. S ell a , Seconda relazione d e lla  lotta  a n tim a la rica  a F iu m icin o  ( Rom a) ( R o m a ,  
19 2 ° ) .

( z) G. S .  E lt o n , P la g u e  a n d  the regu la tio n  o f  num bers in w ild  m am m als {Jo u rn . 
H y g ièn e , vo l .  X X I V ,  1926,  p.  i 38).

(3) M »  r . M on ti , L a  circolazione d e lla  v ita  nei la g h i  ( N a tu ra , Mi lano,  1 9 1 0 ) ;
—  L a  g ra d u a te  estinztone d e lla  v ita  nel lago  d 'O rta  {R en d . 1 st . L o m b S c .  L ett., 

vo l.  L X I I I ,  1930).
( 4) A .  T h i e n e m a n n , Lebensgem einsckaft u n d  Lebensraum  (N atu rw iss , W ochenschr 

B d  X V I I ,  19 18 ,  p. 282-297);
— Lebensraum  und L eben sgem ein sch aft  ( A u s d e r  H eim atJ J h r g .  X L I ,  1928,  p.  33)
(5) G. B r u n e l l i , D elV equilibrio  biologico nel ripopolam ento  de i la g h i {N uovi 

A n n u li M in. A g r i c o l t A n n o  I ,  192 1 ,  p.  1 1 6 ) .
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D’Ancona (*) a le premier observé que la pêche peut agir en modi
fiant l’équilibre biologique naturel. Ses recherches déjà citées dans 
l’introduction ont été confirmées par Marchi ( 2) à Cagliari.

Les recherches statistiques de D ’Ancona (voir Introduction) con
cernent les marchés de poisson de Venise, Trieste et Fiume, qui 
représentent presque toute la production de la pêche en haute 
Adriatique. En particulier pour les espèces de fond qui sont pêchées 
avec des filets traînés par des barques à voiles et aussi maintenant par des 
petits vapeurs, il trouve que dans les années suivant immédiatement la 
guerre et où la pêche était reprise librement, il n’y  a pas eu, sur le 
marché, une plus grande abondance globale qu’avant la guerre, mais 
pour certaines espèces une augmentation relative, pour d’autres une 
diminution relative. L ’auteur remarque que la majeure partie des 
espèces qui ont augmenté sont des espèces voraces (en particulier 
des Sélaciens) qui se nourrissent d’autres poissons et, qu’au con
traire, la majeure partie des espèces qui ont diminué est constituée 
d’espèces qui se nourrissent de végétaux, d’invertébrés et qui sont 
souvent la proie d’espèces voraces. L ’auteur interprète ce fait en admet
tant que la diminution de la pêche de 1914 à 1918 a temporairement 
déplacé l ’équilibre biologique de la haute Adriatique, en favorisant, 
parmi les espèces économiquement importantes, les plus voraces au 
pi-éjud ice de celles qui sont le moins armées. 11 pense que l’équilibre 
biologique qui s’était établi naturellement enlro les espèces comestibles 
de la haute Adriatique a été déplacé par la pêche au filet tramant à 
l’avantage des espèces les moins bien protégées; l’arrêt de la pêche 
pendant la guerre a tout ramené à l ’état primitif. Il y a donc, d’après 
l ’auteur, un optimum d’ intensité de la pêche; en pêchant moins, on 
favorise les espèces plus voraces aux dépens des autres, d’où des condi
tions économiquement moins avantageuses ; en pêchant plus, on fait dimi
nuer toutes les espèces de plus en plus, eu dépeuplant la mer.

9. L ’existence de fluctuations périodiques ou irrégulières  chez des

( l ) U. D ’Ancona, D e ll ’influenza d e lla  stasi pesckereccia d e l periodo  1 9 14- 1 9 sut 
patrim onio  ittico d e lV A lto  A d ria tico  {R , Com itato T alassografîco  ita lia n o , Memo- 
r ia  C X X V I ;  Venise ,  1926 ) .

( J ) C. Marchi, O sservazioni su lla  statistica d e lla  pesca d i m are e d i stagno a  
C a g lia r i d a l  rg i2  a l  1927 ( S critti b io logici, vol .  IV,  1928, p. 3 7 ) ;

— Verifica p ra tic a  d e lle  le g g i teoriche d i  Vito V olterra suite flu ttu azio n i d e l  
num éro di in d iv id u i in specie a n im a li convw enti (R . C om . T a la sso g r . H a t . 
Mem. C L I V ,  1929).
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espèces coexistantes a été bien souvent observée et soulignée par les 
biologistes.

Ainsi Elton (' ),  déjà cité, a signalé des fluctuations au nombre des 
Mammifères sauvages. On connaît bien le phénomène des apparitions 
périodiques de certaines maladies. Citons seulement l ’ouvrage de 
Gelli ( 2) qui montre les alternances de recrudescence du paludisme 
dans la campagne romaine. Bien connues aussi sont les fluctuations de la 
densité chez certaines espèces, et par exemple les invasions fréquentes 
de sauterelles et d'autres insectes nuisibles. Dans les bancs d’huîtres, 
tant sur les côtes occidentales du Schleswig ( 3) qu’au Danemark 
(Limfjord) (/,) J on a également observé de semblables fluctuations, et 
dans certains cas, on a relevé l ’importance des animaux qui vivent en 
concurrence (étoiles de mer, moules, etc.). On sait aussi qu’il y a des 
fluctuations périodiques chez certaines espèces de poissons utiles ( r>). 
Au Danemark, en particulier, Jacobsen et Johansen (6) ont observé 
des fluctuations d’espèces comestibles; ils en attribuent les causes en 
partie à l ’influence de l’homme, en partie aux facteurs physiques. De 
Buen (7) en Espagne observe des fluctuations analogues pour les pois
sons migrateurs, en particulier pour la sardine et lui aussi attribue ce (*)

Î09

(*) C. S.  E lton, P erio d ic  flu ctu a tio n s in the num bers o f  a n im a ls : th eir  causes 
a n d  effects (B r it . Jo u rn a l E x p e r . B io l ., vol. I I ,  1924, p, 1 1 9 ) .

( 2) A. Gelli, S to ria  d e lla  m a la ria  nelV agro  rom ano (M em . B . Acc. L incei, Sér. 6 , 
vo l.  I,  1926, p. 7 3) .

(3) A. Hagmelkr und R .  Kandler, Neue U ntersuchungen im n ord friesisch en W atten -  
m eer und ait f  den fiskalischen Austernb'unken{W is$.M eeresunters. A bt. H elg o la n d .- 
N. E .  Bd X V I ,  1927) .

( 4) R .  S parer. Stu d ies on the b iology o f  the oyster  ( Ostrea e d u lis ) a-4 (R ep . 
D anish B io l. S t a t . X X X I I I ,  p. 43, 1927) ;

—  S tu d ies  on the b iology o f  the oyster  ( Ostrea ed u lis).  5. F u rth e r  investigations 
o f  the flu c tu a tio n  in the oyster stock in the L im fjo r d . (R ep. Danish Biol. Stat. 
X X X I V ,  p. 3, 1928).

( s ) G.  C, L. Howell, Ocean research a n d  the g re a t  fish eries  (O x fo rd ,  19 2 1 ) .
( fi) J ,  P .  J acobsen and A .  G. J ohansen, On the causes o f  the flu ctu ation  in the 

y ie ld  o f  some o f  our f is h e r ie s :  I .  The salm on a n d  sea trout fish erie s  (M ed d . 
K om m . H avunders. Kobenhavn F is k e r i , Rd V I ,  n° 5, 1 9 2 1 ) ;

— On the causes o f  the fluctuations in the y ie ld  o f  some o f  our fish e r ie s  : I I ,  The 
eel fish erie s  (M edd. K om m . H avunders Kobenhavn F isk e ri,  Bd VI ,  n° 9, T922).

A. C. J ohansen, On the flu ctu ations in the q u a n tity  o f  y o u n g  f r y  am on g p la ic e  
a n d  certain  other species o f  f is h  a n d  causes o f  the sam e (R ep . D an . B io l. S t a t . 
C openhagen, t. X X X I I I ,  1927,  p. i 4 ).

C) F. De Buen, Sustitucion a ltern a tiva  de las especies em igrantes (B o letin  P escas, 
M adr id ,  nov.  1927

— L a  a ltern a n cia  en la  pesca de peces em igrantes  ( Trab. Inst . E sp . Ocean, n° 1, 
M adr id ,  1929)

— Flu ctu aciones en la  sa rd in a . S a rd in a  p ilc h a rd u s  ( W a l b . ) .  Pesca m edid as  ( Notas 
y  R esu m f S e r .  II ,  n° 35 ; M ad r id ,  1929).
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fait à des facteurs du milieu. D'autre part, Sella (*) a mis en évidence 
des fluctuations à longue et à brève période dans la pèche du thon, tant 
en Méditerranée que dans l’Atlantique. Enfin dans une récente publica
tion du Conseil international pour l'exploration des mers (2), il y a bien 
19 notes d’auteurs divers qui se sont occupés des fluctuations de plu
sieurs espèces de poissons utiles; et d’autre part, Schostakowitch ( :i) 
a publié des données statistiques d’où ressort une certaine périodicité 
dans la capture de diverses espèces de poissons.

Comme on voit, les biologistes ont recherché de préférence dans la 
variation des facteurs physiques du milieu la cause des fluctuations. De 
l’ouvrage de M. Volterra, il ressort que cependant le seul fait de la 
coexistence de plusieurs espèces puisse entraîner des fluctuations. Natu
rellement, on ne peut exclure que, dans la nature, l’une comme l’autre de 
ces sortes de causes puisse concourir à déterminer les fluctuations, et il 
est à espérer que cela pourra être démontré par l ’observation et l'expé
rience. De toute façon, le fait remarqué par D’Ancona, de l'augmenta
tion relative des espèces plus voraces correspondant à une suspension 
de la pêche, trouve seulement une explication lorsqu’on admet qu’entre 
les espèces dévorantes et dévorées, il s’établit des fluctuations même 
dans un milieu invariable.

( 1 ) M. S e l l a , B io lo g ia  e pesca d e l tonna ( Tkunnus thynnus  L .)  {A tt i Cono. B io l. 
M arina Messina ̂ 1928, X IV ,  1939}.

— M igrazio n i e habitat d e l tonno ( Thunnus thynnus L .)  stu d ia ti col metodo  
d e g li  a m i , con osseroazioni su Vaccrescimcnto, sul reg im e d e lle  tonnare ecc. (B . Com. 
Talassogr. l ia i .  Mem. C L Y I ,  1929).

( 3) Fluctuations in the abundance o f  the varions year-classes o f  fo o d  fish es  
( R app. Proc.-verb. Cons. In t . E x p l . M er.y t. L X V ,  ir)3o).

( 3) W .  B .  Schostakowitch, Die period ische Schw ankungen e in ig er biologischen  
F.rscheinungen {In tern . Revue F fy d r o b io lH y d r o g r . .  Bd X X I I I ,  1929, p.
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