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PREFACE

A la suite de conversations avec M. D’Ancona, qui me demandait
s'il était possible de Lrouver quelque voie mathématique pour étudier
les variations dans la composition des associations biologiques, jai
commencé mes recherches sur ce sujet a la fin de 1925. Je les a1
poursuivies durant les premiers mois de I'année suivante, et en méme
temps j'al rédigé mon mémoire sur les fuctuations biologiques, o
j'al exposé mes méthodes et donné les lois brologiques qui en découlenl.
I fut publié par I’Académie des Lincei au cours de la méme année.

Cette édition ayant été rapidement épuisée, une nouvelle en parut,
avec quelques modifications et additions, dans les mémoires du Comité
Talaxographique Italien. En particulier s’y trouve ajoutée une partie
concernant le cas od intervient 'hérédité.

Les zoologistes ainst que les mathématiciens s’intéressérent a ces
recherches de sorte qu’il en parut des résumés dans différentes revues.
Elles sont aussi mentionnécs dans le récent ouvrage de M. Friederichs(*)
qui signale les applications qu’on peut en faire dans la zoologie agrono-
mique.

Au cours de 'hiver 1g28-1929, M. Borel et la Direction du nouvel
Institut Henri Poincaré me firent le grand honneur de me demander
quelques conférences. Je choisis comme sujet la théorie mathématique
des fluctuations biologiques. Le présent ouvrage a le titre méme de
ces conférences : Théorie mathématigue de la lutte pour la Vie.

En effet le domaine d’application de ces recherches comprend tous
les phénomeénes de lutte entre les individus d'une collectivité, les gains
des uns étant obtenus grace anux pertes des autres, gains et pertes pouvant
s’évaluer numériquement.

Cette étude repose sur celle des intégrales de certaines équalions
différentielles et intégro-diftérentielles, qu’il faut examiner trés en
détail, soit d'une maniére quantitative, soit, bien souvent, d'une maniére
seulement qualitauve.

(1) On trouvera une bibliographie détaillée dana le chapitre qui termine
'Ouvrage.
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Je tiens ic1 a rendre hommage 4 la mémoire de Henri Poincaré et a
son génle, en rappelant combien 1l a insisté, dans certains de ses travaux
classiques, sur le réle que peut jouer dans la philosophie naturelle
Vétude qualitative des intégrales des équations différentielles.

Les conférences que j'al faites & I'Institut Henri Poincaré ont été
recueillies par M. Marcel Brelot, ancien ¢léve de 1'Ecole Normale supé-
rieure, et elles paraissent maintenant dans ce volume.

Je remercie ce jeune géométre du zéle et du soin qu'il a mis en les
rédigeant. En divers points il a amélioré et simplifié les démonstrations
et méme indiqué des solutions nouvelles de quelques questions.

Je dois dire un mot sur les Notes mathématiques que je 'avais prié
d’ajouter. Cet Ouvrage ne s’adresse pas aux seuls mathématiciens qui y
verront des développements analytiques, mais aussi aux naturalistes qui
y trouveront des lois biologiques. Or ceux-ci ne seront peut-étre pas
tous au courant de certains chapitres de I’Analyse utilisés daus ce
volume. M. Brelot a rédigé a leur intention deux Notes mathéma-
tiques sur les déterminants, les équations linéaires et les formes uadra-
tiques. Il était difficile de choisir ce qu’il fallait cxposer sans écrire
tout un traité d’Analyse. Clest pourquoi il a pris comme base les
éléments qu'on enscigne en France dans les cours de « Mathéma-
tiques générales » et s’est borné i développer briévement ce qu'il étail
nécessaire de savoir en plus.

M'e Elena Freda, qui m'avait apporté une aide efficace pour la
publication de mes premiers mémoires sur ce sujet, a bien voulu
examiner le présent Quvrage et seconder M. Brelot et moi-méme dans
la correction des épreuves et l'amélioration du texte. D’autre part
M. D’Ancona, de I'Université de Sienne, a rédigé, pour les travaux
relatifs aux associations biologiques, un historique et une biblio-
graphie qui figurent dans le dernier chapitre. Je tiens a leur
exprimer toute ma reconnaissance pour leur précieux concours.

Je remercie enfin M. Julia qui m’a fait 'honneur d’insérer ce volume
dans sa Collection des « Cahiers scientifiques » en divalguant ainsi mes
recherches.

Jespére qu'elles donneront lieu a de nouvelles études et a de
nouvelles applications.

Viro VOLTERRA,
Saint-Gervais-les-Bains,
Juillet 1930,



LECONS

LA THEORIE MATHEMATIQUE

LUTTE POUR LA VIE

INTRODUCTION.

1. But de I'Ouvrage. — 2. Intérét pratique de ces questions. — 3, Travaux mathé-
matiques publiés sur le sujet. — 4. 3. 6. Méthodes employées dans ’Quvrage.
Hypothéses fondamentales et mise en équations. Etude mathématique et inter-
prétation des résultats,

1. On a fait bien des applications des mathématiques a la biologie. 11
y a, en premier lieu, les recherches sur les questions physiologiques
relatives aux sens, 4 la circulation du sang, au mouvement des animaux,
que I'on peut regarder comme des chapitres de optique, de Vacoustique,
de 'hydrodynamique, de la mécanique des corps solides et qui, par
sulle, n’onl pas donné lieu a la constitution de méthodes nouvelles en
dehors du domaine de la physique mathématique classique.

La biométrie au contraire, avec des procédés propres, a créé un
ensemble d’études nouvelles et originales. En particulier elle a recouru
au calcul des probabilités.

D’autre part on a utilisé la géométrie dans des recherches récentes
sur la forme et la croissance des étres organiques pour décrire les formes
elles-mémes ¢t leur développement; on s’en est servi la comme on
Pavait fait depuis longtemps déja en astronomie.

On pourrait ciler cncore d’autres applications analogues des mathé-
matiques ('), mals sans nous étendre ainsi, parlons dés maintcnant de
celles auxquelles est consacré le présent Quvrage.

(') Voir dans le premier volume de la Revue du mois (Paris, 19gab) un article de
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Les associations biologigues sont constituées par plusieurs espéces
vivant dans un méme milieu. Ordinairement les individus de ces asso-
ciations se disputent la méme nourriture ou bien certaines espéces vivent
anx dépens d'autres dont elles se nournssent. Elles peuvent méme
s'aider mutuellement. Tout cela rentre dans le phénoméne général de la
lutte pour la vie.

Le caractére quantitatif de ce phénoméne se manifeste dans les
variations, dans un miliev délimité, des nombres d'individus qui cons-
tituent les différentes espéces. Dans certaines conditions ces variations
consistent en fluctuations autour de valeurs moyennes, dans d'autres
elles indiquent une disparition ou un accroissement progressifs de
certaines espéces.

Dans cet Ouvrage nous faisons une étude théorique de ces variations
dans les associations biologiques; nous partons de faits connus et

d’hypothéses vraisemblables pour en tiver par les mathématiques le plus
de conséquences possibles.

2. Mais d’abord donnons par quelques exemples une idée de U'intérét
pratique d’'une telle étude.

Premiérement I'industrie de la péche est directement intéressée par
les variations de la répartition et des densités numériques des diverses
espéces de poissons vivant ensemble. Ainsi le D"Umberto D’Ancona ()
a tiré de statistiques sur la péche pendant la guerre et les périodes
voisines le tableau suivant indiquant les proportions centésimales de

poissons appartenant a la classe des Sélaciens, dans la péche totale de
quelques ports :

1905.  1910. 1911, 1912, 1913. 1914, 1915. 1916.

Trieste . .. - 5.7 8,8 9,5 15.7 14,6 7,6 16,2
Fiume. ... - - - - - 11,9 21,4 22,1
Ventse.... 21.8 - - - - - - -

M. VOLTERRA, Les mathématiques dans les sciences biologiques et socinles, avee de
nombreuscs indications bibliographiques. Citons aussi le périodique Biometika, fondé
par Pearson, et I'Ouvrage On Growth and Form de W. d’Avcy Thompsen (Cam-
bridge, 1g917).

(1) Pour les études statistiques de M. D’Ancona, voir son Mémoire dans la Collection
R. Comitato Talassografico Italiano, t. CXXVI : Dell Influenza della stast pesche-
reccia nel periodo 1914-1918 sul patrimonio ittico dell'alto Adriatico, ot l'on examine
les conséquences théoriques et pratiques des résultats obtenus.

Tout récemment, en 1929, M. Carlo Marchi a repris lcs études de M. D’Ancona a

PInstitut biologique de Cagliari, sous la direction de M. Castaldi (voir Chapitre Canclu-
sion, n° 7).
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1917. 1918. 1919, 1920. 1921, 1922. 1923.

Trieste......... 15,4 - 19,9 15,8 13,3 10,7 10,2
Fiume........ L. 21,2 36.4 27,3 16 15,9 14,8 10,7
Yenise ......... - - Jo,9 25,3 25,9 26,8 26,6

Cela prouve pendant la période 1915-1920, ot la péche était moins
intense a cause de la guerre, un accroissement relatif de la classe des
Sélaciens qui, particuliérement voraces, se nourrissent d’autres poissons.
Les statistiques inclinent done a penser qu’une diminution dans l'inten-
sité¢ de la destruction favorise les espéces les plus voraces. Clest ce qui
est obtenu par voie mathématique dans lcs études de M. Vollerra,
études quil avait entreprises sur la suggestion de M. D’Ancona et qui
I'avaient conduit en particuliera ce résultat avant méme qu’il edt pris
connaissance des statistiques précédentes.

En agriculture, on comprend combien peut 8tre utile I'étude des
fluctuations de certains parasites des plantes, lorsqu’ils sont combattus
par leurs propres parasites. On parlera a la fin de 'Ouvrage des études
expérimentales de celte nature.

La question se présente comme trés complexe. Certainement, il existe
des circonstances ambiantes périodiques comme celles, par exemple, qui
dépendent de la succession des saisons, ct qui produisent des oscillations
forcées ou de caractére externe, dans le nombre des individus des
diverses espéces. A ¢61é de ces actions périodiques externcs qui ont éLé
plus spécialement étudiées du colé statistique, n'y en a-t-il pas d’autres de
caraclére interne avec des périodes propres, indépendantes des causes
externes et (ui se superposent a celles-c1? L’observation incline a une
réponse affirmative. Ainsi certaines maladies infectieuses comme le
paludisme ont, dans leur existence, des fluctnations qu’on ne saurait
attribuer a Ja seule variation des conditions du milien. Nous verrons
comment l'étude mathématique explique et précise cet apercu. On
schématisera les phénoménes en prenant des hypothéses peut-étre
grossiéres, mais simples, qui permettront de faire des développements
mathématiques assez simples et I'on négligera en général les variations
dans les actions externes, pour étudier ce qu’on peut appeler le phéno-
méne interne pur.

3. L’étude mathématique de ces questions de biologie est toute
récente ('). Ross a établi des équations relalives aux questions parasito-

(') Renvoyant & la bibliographic {(wvoir Chapitre Conclusion ), on n’indiquera ici que
Pessentiel.
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logiques sur le paludisme. M. W.-R. Thompson a donné d’'intéressants
résultats sur la théorie mathématique de l'action des parasites entomo-
phages ('). Le D" Lotka, dans son Ouvrage « Elements of Physical
biology » (New-York, 1923) qui comprend de nombreuses applications
des mathémauques a des questions de chimie et de biologie a envisagé le
cas de deux espéces ct donné une représentation géométrique des varia-
tions ainsi que la période des petites fluctuations. Dans son Mémoire
« Contribution to the analysis of malaria epidemiology : 1V, Incu-
bation lag, 1l introduit des considérations de retard dans certaines
actions, mais d’une fagon complétement différente de celle qu’on verra
dans ce volume. Enfin M. Volterra, indépendamment de ces travaux
dont 1l n’avait pas connaissance, a publié en 1926 dans les Mem. della
R. Accademia Nazionale det Lincei un travail ititulé Variazioni e
futtuaziont del numero d’individui in specie animali conviventi (*).
Il y retrouve, par une autre voie, les résultats du D Lotka, donne en
outre des lois générales relatives aux deux espéces, puis développe
considérablement cette étude en passant au cas de n espéces et en élar-
gissant les hypothéses. Clest ce travail que M. Volterra, avec quelques
modifications el additions, est venu exposer a I'Institut Henri-Poincaré
dans un cours dont cet Ouvrage cst la rédaction.

4. Bien qu’il s’agisse, dans ces études, de variations de nombres
entiers, nous ne resterons pas dans le discontinu. Dans les questions
toutes neuves que nous abordons et ou 1l y a quelque difficulté a
s'orienter au début, nous n’utiliserons pas, comme on pourrait croire,
le calcul des probabililés, mais sculemenile calcul infinitésimal, le plus
puissant d’atlleurs des outils mathématiques.

Tout d’abord, afin de caractériser dans un miliea toujours bien déli-
mité une espéce par un seul nombre, on admettra Vhomogénéits des
individus de chaque espéce, négligeant les varations d’age ou de taille,
et I'invariance dans le temps de cet individu type.

Puis on introduira pour I'étude mathématique, au lieu de conserver les
fonctions discontinues que sont les nombres d’individus, des fonctions
continues, dérivables, qui ont a chaque instant la méme partie entiére
que les autres. Il s’agira de trouver pour ces fonctions des conditions

(') Revue géncrale des Sricnces, 15 avril 1923; Annales de la Faculté des Sciences
de Marseille, 2° série, 1. 1I.

(*) Ge Mémoire a paru en 1927, avec quelques modifications el additions, dans la
Collection déja citée R, Comitato Talassografico Italiano, 1. CXXIX. Clest & ce volume
qne nous renverrons parfois dans la suite,
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a remplhr qui suffisent a les définir et dont les parties entiéres répondent
aux conditions imposées par 'expérience anx fonctions que sont les
nombres d’'individus des espéces vivant dans une association biologique.

Prenons une espéce animale qui vit seule dans un milieu invariable,
ou hien encore qui coexiste avec d’autres espéces sans influence directe
ou indirecte, dans un milieu qui présente toujours pour elle les mémes
possibilités de vie. Dans ce cas déja un peu éloigné de la réalité, négli-
geons toute périodicité encore possible pour la natalité ou la mortalité.
On peut dire alors gne pour un court intervalle de longueur donnée,
dans une espéce assez nombreuse, les nombres de naissances et de morts
sont proportionnels au nombre total d'individus existanta cetle époque.
Par différence, I'accroissement du nombre N d’individus pendant l'inter-
valle sera proportionnel a N. I1 est évidemment proportionnel 4 la lon-
gueur de I'intervalle tant que celui-ci est petit. En imposant cette pro-
priété a la fonction rendue continue, il vient

dN = EN C.'!f,

ou £ est nun faclteur constant de proportionnalité.
dN

T
Cest le rapport a N de la vitesse — d’accroissement. On l'appellera le
coefficient d’accroissement.
De
d\ .
=2 =<\,

on tire en intégrant
N = Nyesi—to,

(’est la loi bien connue de variation exponentielle des espéces;
c'est-a-dire que si les temps croissent en progression arithmétique, le
nombre des individus de l'espéce varie suivant une progression géomé-
trique. Si ¢ >> o l'espéce augmentera; si ¢ <C o, elle diminuera;si e = o,
elle restera constante, les naissances compensant exactement les morts.

Il serait aisé¢ de délerminer pratiquement ce nombre ¢ qui caraclérise
le dévcloppement de U'espece. En effet, quand il s’écoule un temps T, le
nombre des individus est multiplié par €7, plus grand que 1, plus petit
que 1 ou égal a1 snivant que I'espéce augmente, diminue ou est station-
naire.

Dans le premier cas, si T est juste le temps qu'il faut pour que Pespeéce
double,

d'on
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Dans le second cas, en prenant pour T le temps mis par l'espéce poar

se réduire de maitié, on aura
OJG‘.)"i
fl"

£ = —

Dans le troisiéme cas,
g == .~

Ces temps, faciles 2 mesurer, donneront aussitét ¢. On voil quils ne
dépendent pas de l'instant initial.

Si nous supposions que le milieu extérieur, au lieu d’étre invariable,
se modifiait lentement, on pourrait pour un temps assez court, consi-
dérer que I'on se trouve dans les conditions précédentes. Mais alcrs le

1 N
N ot

conditions extérieures. Si I'on connaissait la loi on écrirait

coefficient d’accroissement varierait lentement en général avec les

AN e
= (Y N(),

squation différentielle qui donnerait par intégration la foncuon
cherchée N.

Lorsque I'on considére plusicurs espéces animales vivant ensemble,

. . E .o T N ;, ..
leurs coefficients d'accroissement respccufs N At dependront en général

des états numériques des diverses espéces et méme ausst directement du
temps s'1l y a des influences externes non négligeables altérant le milieu.
On est ainsi conduit a faire des hypothéses sur la fagon dont les coeffi-
cients d’accroissement dépendent des fonctions N et du temps.

Elles se traduisent immédiatement par des équations. On fera d’abord
des hypothéses aussi simples que possible et vraisemblables, conduisant
pour Jes coeflicients d’accroissement a des fonctions simples des N, d’ott
des équations différentielles :

JN;

"' 'dT:‘[‘(Nl. v e N

P

Z, -

Plus tard, on observera qu’il est plus approché de la réalité de suppo-
ser que les coefficients d’accroissement dépendent non seulement, pour
chaque instant, des valeurs actuelles des grandeurs N, mais aussi des
valeurs passées jusqu’a une époque plus ou moins reculée. Tl ne faudra
plus seulement les considérer comme des fonctions des N;, mais comme
des « fonctionnelles », et cela nous conduira a des équations intégro-
diflérentielles que nous rapprocherons de celles auxquelles on est



INTRODUCTION, v,

conduit, dans la mécanique dite « héréditaire » dont M. Volterra s’est
occupé par ailleurs.

Au cours de 'Ouvrage on justifiera les choix successifs des formes
adoptées pour les expressions des coefficients d’accroissement.

5. Aprés la mise en ¢quations, il s’agira, sinon d’intégrer, au moins
de trouver des propriétés générales des fonctions intégrales qui repré-
sentent les nombres des individus dans chaque espéce. On ne pourra
tirer évidemment de conséquences qu’avec des formes précises des
coefficients d’accroissement et l'on ira d’autant plus loin qu’elles
seront plus simples. Il s’agira donc de faire des hypothéses qui, en
accord avec l'expérience ou au moins trés naturelles, permettent
quelque développement dans l'étude mathématique correspondante.
Dans I'Ouvrage, on verra se compliquer peu & peu les hypothéses
de fagon a se rapprocher davantage de la réalité; mais les développe-
ments mathématiques se compliqueront également pour donner des
résultats moins détaillés.

La mise en équations faite, on est donc ramené a une étude purement
mathématique d’équations différentielles ou intégro-différenticlles qui
fournira des propriétés des fonctions N inlégrales.

6. Il restera a tirer de ces propriétés mathématiques des conséquences
biologiques. Il est essentiel de remarquer que les équations n'ont de
valeur ou de sens biologique que si les fonctions N sont comprises entre
certaines limites, indispensables a la validité des hypothéses qui con-
dmsent & la forme des équations.

On ne pourra lirer des conclusions valables pour le biologiste, des
propriétés des intégrales que si celles-ci restent comprises dans ces
limites. Ainsi les équations cessent d’avoir un sens des que 'un des N
devient trop petit; elles peuvent cesser de correspondre a la réalité si
cerlains N deviennent trop grands, entrainant dans le milieu délimité
considéré une densité des individus si grande qu’elle modifie profon-
dément les conditions d’existence.

Oun regardera aussi si le fait qu'une fonction N sort de telles limites
n’entraine pas de conséquences biologiques. Par exemple si le N relatifa
une espéce, reste positif mais tend vers zéro quand le temps s’écoule
indéfiniment, alors que les autres fonctions restent voisines de nombres
convenables assez grands, on pourra conclure a Ia disparition, I'épuise-
ment délinitif de I'espéce envisagée; car,  partir du moment ou espéce
sera trop réduite el ou les équations ne pourront plus s’appliquer,
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elles signifieront tout de méme que 'espéce sera toujours dans la suite
dans des conditions défavorables qui tendraient 4 détruire rapidement
les individus subsistants,

Tous les résultats obtenus sont évidemment fonction de la plus ou
moins grande exactitude des hypothéses qui servent a la mise en équa-
tions. Les mémes difficultés se présentent dans toutes les sciences
appliquées. Par exemple, pour étudier I'équilibre d'un corps solide
matériel, on se sert de la mécanique rationnelle dont les hypothéses
fondamentales sont une image simplifiée de la réalité; puis, en pos-
session des résullats que donne la stalique pour le probléme proposé,
on regarde si la solution mathématique a un sens matériel, par exemple
si les pressions ou tensions calculées sout supportables par le corps,
c'est-a-dire sil’on a eule droit de considérer celui-ci dans les conditions
de I'expérience, comme rigide et indéformable.

Afin de paver a toute objection en précisant bien notre point de vue,
disons que, si dans ce qui suit nous employons un langage biologique,
il ’agit en fait d'une étude purement mathématique de certaines fonc-
tions positives intégrales d’équations différentielles ou intégro-difléren-
tielles. Ues conclusions sont donc sujettes a discussion pour le biologiste.
Par exemple, si une fonction intégrale N > o, au cours de ses variations,
restait pendant un certain lemps assez petite dans un probleme parti-
culier, avant de tendre vers une limite assez grande, le biologiste pourra
se demander ce qui peut arriveren fait pour l'espéce pendant la période
considérée. Des difficultés analogues interviennent dans 'étude des gaz
réels et des gaz parfaits. Nous exposcrons seulement des recherches
appartenant, peut-on dire, & la phase rationnelle de I'¢tude des asso-
ciations biologiques. A ceux qui entreprendront la vérification expé-
rimentale des propriétés obtenues et qui enireront dans la phase
appliquée incombera le soin d'une discussion approfondie des hypo-
théses initiales ct de la validité biologique des raisonnements, basée
principalement sur des expériences, des observations ct des statistiques.

et () ———



CHAPITRE I.

COEXISTENCE DE DEUX ESPECES.

[. Deux espéices se disputant la méme nourriture.

II. Deux espéces dont Uune se nourrit de U'autre : 2. Mise en équations. —
3. ltude générale des fluctuations. Loi du cycle périodique et de la conser-
vation des moyennes. — 4. Petites fluctuations. — 5. Diagrammes dans le cas
général. — 6. Perturbation des moycnnes par destruction. Loi fondamentale.

1. Deux espéces dans les divers cas d’actions mutuelles : 7. Tracé des diverses
courbes «(N;, Nb) = 0. — 8. Déplacement sur ces courbes, — 9. Un cas de pas-
sage et les divers cas dans la destruction des espéces relative au paragraphe IT.

I. — DEUX ESPRECES SE DISPUTANT LA MEME NOURRITURE.

1. Supposons que, avec une nourriture en quantité suffisante pour
satisfaire complétement la voracilé de ces étres, il y ait des coefficients
d’accroissement positifs et constants £y £2. O1 nous nous plagons main-
tenant dans le cas réel d’espéces vivant dans un milieu délimité, la
nourriture dimnuera quand les nombres N,, N, des individus des deux
especes augmenteront et cela fera baisser la valeur des coefficients
d’accroissement. Si I'on représente la nourriture dévorée par unité de
temps par F(N,, N;) fonction nulle avec N, et N, ensemble, tendant
vers I'infini avec chacune des variables ot fonction croissante de chacune
d’elles, 1l sera assez naturel de prendre comme coefficients d'accrois-
sement

£)

TiF(Nh N‘.’.)) 52_}'2F(N19 N:):

Y1) Ya étant des constantes positives correspondant aux deux espéces et
A leurs besoins respectifs de nourriture.

D’ou le systéme différentiel traduisant le développement des espéces
dN,

(1) *@”:[51—‘{1F(N1:N:)]N1;

dN,

7 = Lea— 12 F(Ny, Ny)INa,
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Maintenant se pose le probléme mathémauque d’étudier les intégrales
N;, N, de ce systéme, avec des valeurs initiales N}, N} positives pour
t = {;.

On peut démontrer que pour tout intervalle fini (¢;, T) 1l y a une
solution unique, de deux fonctions continucs, restant comprises entre
deux nombres positifs, le plus grand ne dépendant pas de Uextrémité T
de I'intervalle (') (c'est-a-dire que N, N, restent bornés).

Etudions ce qui arrive quand le temps s’écoule immdéfiniment. En

(1) Premier point, supposons que dans (£, T) il y ait deux intégrales N, N, continues,
et positives, pour les valeurs iniliales données. Soient N, N5 supérieurs & ces valeurs
et assez grands pour que

(L]
[E]

F(N o) > Flo, Ny)>

=<

[~

et montrons que N, ne peut dépasser N| et de méme N, Ni,. Si en effet N, pouvait

dépasser N, il alteindrait cette valeur & un certain instant § pour la premiére fois et

2 ce moment

' , N
F(Nl.N,)>F(N,,o)>i—': d'od Eim{'«(o,
il

N, traverserait N, en décroissant, donc prendrait des valeur supcrieures N'| avant l'ins-
tant 9, et comme il part de N{ < N, N, prendrait nécessaircment {puisque continue)
fa valeur N’ avant instant 8, ce qui contredit 'hypothése sur cet inslant 6.

Done N,, N, restent inférieurs & N, Ny nombres indépendants de extrémité T de
l'intervalle (¢, T).

D’autre part, en écrivant les équations (1) sous la forme (1') du texte, il vient en
intégrant

N ! N 14
= [51_1"1 F(Nn I\z)] dt, IOg ﬁ = [ [52"— YzF(Nn Nz)] dt:

log——
gINII fo ' /

comme N, N, sont bornés par N;, Ny les crochets sont en valeur absolue limilés par
un nombre A indépendant de ¢, d’ou daos D'intervalle (&, T)

< A(T—1)

log%“(f\““—‘o) et N> Nie-dT—t), N,>NJe—MT—t),

log g‘ﬁl
)

Essayons maintenant de faire l'intégration de (1) & partir des valcurs initiales. La
méthode des approximations successives permet d’intégrer dans un intervalle (&, ¢,),
puis de prolonger dans (¢, ¢,), .... Le point essentiel, c’est que si I'on considére (&, T)
et les limites positives trouvées plus haut, on peut trouver un nombre /& > o tel que
les intervalles successifs (£, #,), (£, t,), ... puisscnt étre pris de longueur au moins
égale & .. On le voit aisément en se reportant & cette méthode d’approximatlions succes-
sives, avec quelques hypothéses sur F (continuité des dérivées premiéres). On établit
ainsi I'existence d'intégrales continues dans (£, T) pariant des valeurs initiales, posi-
tives et bornées par un nombre indépendant de T. La continuité et la donnée des
valeurs initiales entrainent d’ailleurs 'unicité de cette solution,
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transcrivant (1) sous la forme

dlogN,
dt

i logN,
dt

(1)

vi F(Ny, Nu), es— s F(N;, Np) (1);

f

il vienl par combinaison

g legNi (lrlOgNg
S s A T

puis
. N (N
) NG T VDR

EyYa—& Y U— 1),

Négligeons le cas infiniment peu probable ou

€ Yo— &Yy =0

et supposons, en permutant au besoin les espéces, que

€4 E:
S]T-_b“'—"E:T])‘U ou — —;
Y1 b
alors, d’aprés (2),
Va2
(3 Ihm - = — o ;
) ) = N21 ’

N, restant borné, N, tend donc vers zéro.
Nous conclurons donc que la seconde espéce, celle de;rE le plus petit,
s’épuise et disparait, tandis que la premiére subsiste.
Au bout d'un temps assez long, s1 'on néglige la seconde espéce, la
premiére obéit a lu loi
dN,

at [ei— 71 F(Ny, 0) INy,

a partir d’un instant ¢, ou N, a la valeur N|.

Soit N’ la racine de
£

71 F(Ny, 0) =o.

S1 N < N! e, — v, F(N,, 0) sera a partir de ¢, d’abord positif et N,
croitra tant qu’il n’atteindra pas N’ suivant la loi

Ni (ZN|

N[ eg— vy F(Ny. 0)]

z—t]:

L Ni

(1) Il s’agit du logarithme népérien. On sait que log |z | a, pour x diflérent de zéro,

i) - 1 1 I
une dérivée égale a .
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Comme on a supposé Fy >0 on aura, au voisinage de N/ pour N, << N/,

F(NH 0)__F(Nil> 0) :(Nl_Nij?(Nl) (l)
avec

ol ¢ est positif et, par suite,
g— 1 F(N;, 0) =7 (N{—=Nyigi Ny

d'ou 'on conclut (*) que N, n’atteindra jamais N’ ; mais il atteint en un
temps fini toute valeur inférieure; N, qui a une limite puisqu’il croit et
est borné tend donc vers N'.

De méme, si N' > N’, N, tendra en décroissant vers N! pour
{ = 4. Enfin si N! = N/ I'équation differentielle est satisfaite pour
N, = const. = N’ et comme la solution est unique pour des conditions
initiales déterminées, on voit que N, reste constante.

Done, pour la premiére espéce, le nombre des indicidus tend vers
une limite finie non nulle pour t = 4= (?).

Si I'on prend pour F en premiére approximation :

F(;NI,NZ’]:}\{[NL_{—}\QNQ (;\1. )\2>()).

(1) On sait (formule des accroissements finis) que si f(x) posséde une dérivée
dans (a, &),
f(by — fla) =(b—a}f(c),

ou ¢ est un nombre compris entre a et b.
J{z)— fla)
T —a

pnsitive, puisque égale & f'(x,), ou x, est compris entre a et x.
(*) On sait en elfet que si ¢(z) reste supérienr a un nombre positif fixe au voisi-

Donc si f'(z) est 2o, est, quand & varie entre @ eL b, une fonction de x

Aoy
nage de b, f t”é—x)if tend vers 4+ o quand A tend en croissant vers b > a.
— X
F{4

Car si dans (2, b), avec a < b, on a ¢ (x) > A, Vintégrale est supérieure &

/‘“f@r(x)dx_*_;x/‘l dx
y b—x Sy O—x

quand [ dépasse a.
On remaique slors que

gui tend vers + o« quand / tend vers b.

La couclusion annoncée est immddiate.

() On peut d’ailleurs obtenir rigoureusement ce résullat sans néglizer N,. On fera
dans la suite plusicurs remarques analogues, Les démonstrations se feraient par des rai-
sonnements semblahles 4 ceux de M. Brelot dans un mémoire a parailre, mentionné
au Chapitre 1V, p. 145,
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a partir de 'instant ¢,, N, varie suivant la loi

N )
-za:i :(E'l_'—\f'l)"lN‘l)le
d’ou, si sa valeur N & cot instant différe de N qui annulé ¢, — y,2,N,,

t—t -—fNi N,
T N1 N1(51—T1)~1N1)’

ce qui donne sans difficulté (')

Cc1 851{5—"11 Nl
N, = ou C = d
Ny I-+-f1"f1(‘ 831(5—11\’ 51+)~1"{1N1 )
£y
et montre que N, tend (?), pour ¢ = + o0, vers _)T?' = NI,
171

Ainsi, tandis que le nombre des individus d'une espéce a une limite
finie non nulle, l'autre espéce disparait; c'est celle de < le plus petit, ce
' 1

qui montre en particulier, résultat intuitif, qu’a identité d’accroissement
quand la nourriture ne fait pas défaut, 'espéce qui disparait est celle
qui est la plus affectée par la diminution de nourriture.

(') Comme

I 1 [ 1 T ]
= e g0,
N, (e, 27 Ny g LN, e, — M7, ¥,

il vient B X -
1 t Y
- - . — N I 1
oL s e
1 : T JI-1
= [ (ogNDJi+ (—log e, — 20N, DY ]
N g, — Ny, N
= & (e — g | 2w )
_ llog N, .51_7‘1Y1Ni .
S E,— AT, N, N{ ’ ?
d'ol
|
__...__.I\J_l.,_...., — __N'__, @&y i—ty)
=AY N | S _}'1".'1N]|
et comme A l'instant £, ————— est égal & —D-I—'I—, on déduit que
! g— AT N, El_)\“lTlNA{
7 |
N1 — N i el =1,

g — M1 Y - g, A YN

On achéve en résolvant en N,.
(*) Ce qui peut aussi se démontrer rigoureusement sans négliger N,.
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II. — DEUX ESPECES DONT L'UNE DEVORE L'AUTRE.

2. Dans le milieu ou vivent ces espéces, la premiére, dévorée, aurait
si elle était seule, un certain coefficient d’accroissement que nous sup-
poserons constant et positif, soit ¢,. La seconde, qui se nourrit unique-
ment ou principalement des individus de la premiére, aurait, si elle était
seule, un coeflicient d'accroissement qu'on supposera constant et
négalif, soit (—¢,). Quand les deux espéces coexistent dans un milieu
délimité la premiére se développera d’autant moins vite qu’il y aura plus
d’'individus dans la seconde et celle-ci d’autant micux que la premiére
sera plus nombreuse. Une hypothése, trés simple a faire, est que les
coefficients d’accroissement soient de la forme

g— 71 Na et —e+v,N, (71, s, constantes positives),
ce qui conduit aux équations différentielles des variations des espéces

AN,
d

(21, €4y Y1, T2 > 0).

s' N,

dt

:NI(E'I_-{1N:)~ :—Nj(Ez "szi)

(4)

On y parvient par des considérations bien moins grossiéres sur la
dépendance réciproque des espéces, en raisonnant comme il suit :

Considérons, plus généralement, deux espéces, qui séparément seules
dans le milieu auraient des coefficients d’accroissement dont je ne
précise pas les signes 4, et 4,. Quand elles coexistent, on supposera que
les rencontres d'individus d’espéces différentes, et dont le nombre dans
I'unité de temps est a Ny N, (2 = const.), ont une influence surles espéces,
qui se traduit chez elles par des accroisscments algébriques 8, et B, des
nombres d'individus correspondant & un nombre n (fixe assez grand) de
rencontres, acccroissements que l'on considérera comme immédiats.
Alors dans le temps dt, les espéces s’accroissent respectivement de

]
dNy= 2 N, dt + 2N, N, f;! dt,
T b T T T 3‘0
AN, = 1, N, dt +- 2NN, = dt,

n

d’otu le systéme différenticl

aN, . . T dN, .
(5) dti = l\l(""'i_i—l‘,'i]\:'.)} T{T: I\:(}.:——}— P“lNi)
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en pOSElIlt.
&} )
a‘Jl O!lJ.]
’ hy = -

i It

=

Dans le cas initial qui nous occupe,
)..1 > O, )\.: < &,

et puisque les rencontres sont favorables & la seconde espéce, nuisibles a
la premiére,
21Oy HaZ> 0,

de sorte qu’alors les équations (5) sont de la forme (4).

3. Des équations (5) on déduit, dans tous les cas (en supposant

NI: N2> 0)1

dN- (]Nq -
M “Jil — —(ﬁ“" = fa by Ny — 21y Ny,
dN, AN,
Ao N, — A —TW = my hgNy— 125 Ay Ny,
d’ou
dN1 3 1 le d: 2 _I dN: — o
R g TN e M TN, T SO

ce qui s’intégre sulvant

p.g N1+ >‘2 IOgN-l“‘—- (ZJ.]_ Ng—l— 11 IOgNg) = const.
on

(6) NbetYi= CNjtet™  (C = const.).

Etudions dans le plan (N,, N;) cette courbe.

Plagons-nous dans le cas envisagé au début de 'espéce dévorante et
de 'espéce dévorée :

M= >0, dhg=—e,<C 0, my=— v, < o0, == Y2 > 0,
Pour la construire, on tracera les courbes auxiliaires :

("ei) _ Y = NTE2 eTlNd,
(£2) X = NSt e~y

et 'on déduira la courbe cherchée grice 4 la relation

Y =CX,

Sur deux droites rectangulaires, marquons les axes OX, ON, et
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OY, ON, comme dans la figure 1; dans le second et le quatriéme qua-

Fig. 1.

¥

Ny

drant, tragons les deux courbes auxihiaires
des tableaux de variations :

Ny o Ki=2 4w N, | o Ko= 5 o
Ya T
Y’ _ QO —t= X’ S, O I
—+ o —+ o 4 Wax
Y \ min /7' X O / \ 0O

car
V=Y(— 2 +n), X=x(g —n)
1 2

Les tangentes aux poinls A et B de minimum et maximum se coupent
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~en un certain point C. Soient OR une droite de I'angle COY, M un point
variable du segment UV de cette droite, limité aux intersections avec les
tangentes précédentes en A et B. 1l lui correspond deux points de méme
Y sur £, deux points de méme X sur £, et en menant de ces points
respectivement les paralleles a OY et OX, qualre points du troisiéme
quadrant dont les coordonnées (N, N;) satisfont a la relation (6), ou
C est pris égal a la pente dec la droite OR dans le premier quadrant.

Quant M décrit UV, ces quatre points engendrent toute la courbe (6)
pour cette valeur de la constante.

A toutes les conditions initiales possibles correspondent toutes les
droites ORt de I'angle COY comme on le voit en construisant le point
(X, Y) correspondant aux valeurs initiales de N, et N,.

La courbe (6) n'est d’ailleurs réelle que dans ces cas ot C est au moins
égal a la pente de OC.

On voit graphiquement que les diverses courbes obtenues suivant les
conditions initiales sont des courbes fermées simples, s'enveloppant et
se réduisant au point

sz(j\u: K, — <2, Ny= K, i),

2 11
quand G lend vers Ia pente de OC. Ce point Q correspondant & I'état
stationnaire compatible avec les équations (4) puisque ses coordonnées

annulent —, —-2.
dt’ dt
Dans tout autre cas, —’ 7 e peuvent s annuler simultanément;
. £

donc le point (N,, N,) décrira la courbe tonjours dans un méme sens;
d’ailleurs la vitesse aréolaire (') du rayon vecteur i1ssu de Q est

_ 1 A\ . _ . dN,
(7) vk G — N Tt
I o - - -
—_ 5 [Y‘l(NI_ }\1 )"!Ng-i— Ti(l\g— hZ)zNij'
en remplacant —>=, —, barlesseconds membres de (4).

—> o

(') On appelle vitesse aréolaire d’un vecteur @M tournant autour de £, la dérivée

par rapport au temps de I'uire qu’il balaie, en comptant celle-ci algébriquement. Dans

le plan (xQ avec la convention d'une aire positive quand c¢lle est balayée dans le
Yh P 9 ¥

sens direct (sens de Ox, vers Oy en tournant de -'21); la vitesse arcéolaire est

Izdw_lxdy gif
s dt T\ de Y e
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Puisque N, — K, et N, — K, ne s’annulent pas simultanément, cette
expression est toujours positive; considérée comme fonction du pont
(N,, N,) sur la courbe qui correspond aux conditions initiales, elle
admet un nminimum > o, m.

Si (o, w) sont les coordonnées polaires autour de £, on a donc

o

I
-l ——>m>0
2" dt > im0,
et si d est unc limite supérieure de la distance 4 £, d’un point de la

courbe,
dw 2N

T &

Donc le point (N, N,) décrit la courbe en tournant dans le sens

de Oﬁﬁ vers OI\—J}; (sens de rotation d’une demi-droite balayant I’angle
droit N, ON,) et la vitesse angulaire autour de & est supérieure a4 un
certain nombre positif. De sorte qu'au bout d’'un temps fini, le pomnt
reviendra & sa position initiale et reprendra le méme mouvement.

Il y a donc périodicité; s1 I'on remarque qu’avec les coordonnées
polaires autour de Q I'équation (7) s’écrit

,dw

(8) i o2 vy sin2w( Ky~ pcosw) - v, cos2w({K,-+- 2 sinw) ]|,
on déduit en remarquant que le crochet est toujours >> o le long des
courbes

)

W
t—t;_.:f Tenfmi Ko - - S K. 3
w, il SiIn"w(h+pcosw) + 7acostw{ Ky s8InwW)

ol p est une fonction de @ qui définit en polaire (pole £) la courbe que
décrit le point.
De cette loi du mouvement, on déduit en particulier la période

Ear

dw

T = - . . > — - G
s Psinwcosw(yysinm 4+ Yy cosw) + Ky sinfw + Kyv, cos?o

b

et cette expression montre immédiatement que pour de petites fluc-
tuations (courbes trés voisines du point £; p trés petit) la période est
voisine de

27

: fw
o Kivisinfw - Kyys cos?w

(valeur limite pour I'état stationnaire)
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qul est égale a

4 f dw . ,1_f+"‘° el
Kivi KzT‘z) K 0 , . Kave
1

ra

(34

.2 an o2 2
COb(ﬂ(tan U)A—iKlYl t 4ﬁ1i1~1
= i {IlC[aIl“———t—— T
1\1“1’1 /\,;» b\/KeTa
\/l\i“h Kiv, 0
2T 2T

Ainsi on peut dire que les petites fluctuations sont isochrones et de
, . 2T
période ——,
€1 €y
Ajoutons que I'état stationnaire est stable puisque pour des conditions
initiales trés voisines les fluctuations sont trés petites (et de vitesses

bornées ).

Résumons-nous par la loi :

Lor nu cvcre périonique. — Les fluctuations des deux espéces sont
pértodiques. — Pour un certain couple de valeurs des nombres d'indi-
vidus, I’état de l'association biologique est stationnaire et I'équilibre est
stable.

Une conséquence imporlante de la périodicité de N, et N, est de
déduire des équations (4) qu'on écrira :

en intégrant pendant une période.

On en tire
I I H+T
K, = ,f/ N, e, K,= . N, dt.
| T/
]

£

Fo+T

Auss1 K, el K, sont les moyennes des valeurs de N, et N, pendant une
période.

D’ou :

Lot pE LA CONSERVATION DES MOYENNEs. — Les moyennes pendant une
période des nombres des individus des deux espéces sont indépen-
dantes des conditions initiales, et égales aux nombres qui corres-
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pondent & I'état stationnaire, pour les valeurs données des « cocfficients
d'accroissement » &, £;, et des « coefficients de voracité » y, y,.

Dans toute cette étude il y a un intérét de stmplicité évident a intro-

duire
N,

ny = et 7t

K,

/
1
1%

I
=
(%3

qui satisfont aux équations différentielles déduites de (4)

, dn, : . An,
(9) i = ny (1 —ns), 7

= — £, R:(I -— 711‘]-

L'étude de ce systéme est analogue a celle de (4); elle est plus simple,
car c'est le cas particulier ot 'on ferait dans (4)

Vi= g Ta= Ea.

4. Utilisons ces équations (9) pour étudier les petites fluctuations.
On a vu lexistence de ces petites fluctuations quand, initialement, 7,
et n, sont trés voisins de 1. Posons

‘-'12111_13 l':'—-—:fl-_g"ﬂl,
et procédons comme en mécanique en négligeant le produit ¢,.v,; les
équations (¢) deviennent

vy dv,
— =8 ¥, -, = o ¥y,
it '

(10) dt

d’ou les intégrales de ce systéme (') :

r— I —
o= A gy cos(val wl+a), o= A ey Sm( VPR A a)

(A, . constantes).

(') On les obtient par exemple en remarquant que ¢, et ¢, satisfont a

d? A : el
Et}_“’ + ¢,y =o  d’intégrale générale ¥y =« cos{ye e ¢ + B),

résultat bien connu.
Si 1'on prend

Y, —=a cos(\/s‘ezt%— A),

la premiére équation {(1o0) impose

€, . —
v, = ‘/E—‘s:n(v/elezt-%— 8)

1

et l'on constate que ces deux expressions satisfont a la seconde équation (10). On en
déduit immédiatement la forme donnée des intégrales de (10).
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Ly - 1€y
On en déduit en posant E = A T1 -
112
En N Al HI'_—'_
Ny= -2 - Ly LDS(VE‘|€2 t—+ a)

ar
i

™

Ve

: £ [ ERETI —
Ny= - —|—-—£/:_L sm(v’a.]agt+a).

‘-’ S
il \f £a

Le pomt (N,, N,) décrit done une ellipse de centre &, de demi-

E . L . ——> ——
r, E;ji’_ »d’'un mouvement périodique (sens direct de ON,, vers ON 2)

‘/Ei v EZ

de période T,

/

\Eq €,y
La période des petites fluctuations, qui sont isochrones, ne dépend
que des coefficients d’accroissement et pas des coefficients de voracité;

aXxes

mais [e rapport des amplitudes%‘ ‘/? dépend des quatre.
2 1

Introduisons les temps ¢, et t; que mettent, quand elles sont seules
séparément, la premiére espéce a doubler, la seconde a se réduire de
noitié.

D’aprés

N,— Cest,  N,= C, e,

il vient pour ces nombres ¢,, ¢,

2 = efl, - = ¢ %fa
J 2
H .\
d’ou
log log-
t'l fra— b] t:_. == _
£y £a

(indépendants de 'instant initial) avee log2 = 0,693.

La période des petitcs fluctuations est donc proportionnelle ¢ la
moyenne géomdirique de ces temps ¢, et t,, que mettent les especes
quand elles sont seules respectivement a doubler et se réduire de moitié

2T

T =

Vet = g,06... Vit

log»

Les petites tluctuations ont un intérét spécial pour la détermination
expérimentale des quatre coefficientse,, e,, y4, 5. L'expérience fournira
la période et les valeurs moyennes.

Sil'on peut étudier les espéces séparément, la mesure de ¢,, ¢, fera
connaitre €, €3; et connaissant, lorsque les espéces coexistent, K, et K,,
on en déduira y, et y,.
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Mais l'étude des petites fluctuations permettra une conlirmation des
P P

valeurs trouvées, en fournissant un aulre moyen de les calculer
période fournira (¢, .€5) et le rapport des amplitudes égal a

‘.'1\/52 L Kivy 1 k:s—
— - = =TTV EaE
P2 <) \ I1én Kavs

Eaq - 8 ” »
De K, = o Ba= —» on déduit enfin ¢, et ¢,.

: la

3. Comme les observations expérimentales fournissent directement les
diagrammes de N,, N, il est intéressant de les construire théorique-

ment.

PRS- LR

e
[ L L LT

(C’est immédiat pour les pelites fluctuations pour lesquelles les
courbes sont sinusoidales; occupons-nous du cas général plus difficile.
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Pour simplifier on construira les diagrammes de n, et ny. On com-
mencera par tracer la courbe (n,, n,) :

(ﬂ)%: c(fﬁf)_e‘

1, Iz

par le procédé expliqué plus haut. Puis en prenant les coordonnées
polaires autour de £2(1,1) le mouvement sur cette courbe sera défini par

dw

S =G SIN2w —+ Ea 2y COS2w = @ (W) [voir équ. (8)].

Il est facile de construire les courbes représentatives de &, n, sin?w,

Fig. 3,

- e, _ i
&nsin c.w,Eer:2 cos w—ﬂf’(w)

Eonfcos o (£,=

£:n,5/n A\w

(€,=2)

e

23 an 2m
2

I
2

€2y cos?w en fonction de w; car les longueurs r, sin? w, n,cos?y se
déduisent de 7n,, n, par deux projections orthogonales successives,
d’abord sur le rayon vecteur, puis sur une paralléele aux axes (voir
fig. 2); on pourra donc construire par points les deux courbes ¢, 7, sin2w
el €315 cos*w, d'ou immédiatement la courbe ¢(w). Cest ce qui est fait
sur la figure 3.

Il s’agit d’en déduire graphiquement w en fonction de ¢; car, outre que
nous connaitrons complétement alors le déplacement du point (n,, n,)
sur sa courbe de la figure 2, on pourra construire immédiatement les
diagrammes eux-mémes de n, et n,.

1l serait un peu pénible de construire la courbe L puis celle qui
©(w)

, . o . . . .
représente l’alref——m— de celle-ci et qui fournirait ¢ en fonction de w.

¢lw)
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Nous emploierons un procédé d’intégration approchée plus rapide
inspiré de la méthode de Cauchy-Lipschitz pour les théorémes
d’existence ct qu’indique M. E. Cotton dans son Mémoire sur I'intégra-
tion approchée des équations différentielles, pour un cas plus général
d’ailleurs ( Acta mathematica, t. 31, 1907).

Dessinons avec les axes Q¢ (abscisses) et O w (ordonnées) lacourbe ¢ (w)
qu'on vient de construire. Menons des paralleles a Ow, équidistantes et
assez voisines et des paralléles a O¢ par les points d'intersection avec la
courbe. Attachons a chacune un nombre égal & I'abscisse de la paralléle
4 Ow qui lui a donné naissance. Ce nombre représente la pente en tout
point de cette horizontale, de I'intégrale de

('t ‘
—_—— = T ('))
e '
qui y passe.

Si nous considérons une courbe intégrale comme formée approxima-

Yol 4
1] !
ig. 4.

tivement de segments de droite limités aux horizontales précédentes,
nous sommes conduits, pour la construction approchée d’une courbe
intégrale, a tracer des segments de droite successifs limités aux horizon-
tales marquées, la pente de chacun étant prise ¢gale 4 la moyenne
arithmétique des nombres attachés aux horizontales de ses extrémités.
Sans justifier davantage ce procédé (se reporter au Mémoire indiqué),
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nous l’appliquons pour construire la courbe intégrale cherchée qui part
de l’origine si I'on prend comme origine des temps I’1nstant ot w — o.

Des tigures 4 et 2 on déduit & chaque instant ¢ la valeur de w et
celles de n,, n,. La construction par points des deux diagrammes ne

Fig. 3.

présenle donc aucune difficulté et nous tragons sur la figure 5 les
deux courbes cherchées.

On abrége la construction en prenant les instants od w a les valeurs
qu’on a utilisées dans la figure 2 pour construire les courbes de la

ﬁgure 3.

Dans le Mémoire déja cité de M. Volterra, la question des dia-
grammes est traitée a partir des équations (g) sans transformation. On

. , , fdn, . ,

construit la courbe fermée représentant —en fonction de 7, et l'on en
4

déduit a peu prés par la méme méthode d’intégration approchée n, en

. . P B i . e . s f]n»] y
fonction du temps. Mais 1l y a des difficultés parce que - S annule.

) . . (dw
Elles ne se présentent pas avec les coordonnées polaires ('), car —- >> 0.

6. Perturbation des moyennes par destruction. — Le moyen le
plus simple de faire varier ¢, et &, sans altérer y, et y, est de faire une
destruction uniforme dans le temps et proportionnelle pour chaque
espéce, au nombre d'individus présents. S1 dans le temps ¢ on détruit
arN, dt («, X, nombres >0) individus de la premiére et 3AN, d¢ indi-

(') Cet emploi des coordonnées polaires a été indiqué par M. Brelot.
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vidus de la seconde, les équations (4) devront étre remplacées par

\ ({N1: (E.l——a};""‘ﬁi’-]_N-?_)Nidf:

" et

s

qui s’obtiennent donc en remplagant ¢,, &, par &,— ak,, €2+ BA.
Les nombres «, 8 2 o caractérisent les modes de destruction, 220 son
intensité; s'il s’agit de poissons par exemple, « et 3 ou seulement peut-

étre = dépendronl du procédé de péche, X de son intensité.
o

On ne se trouvera dans les conditions d’application des résultats pré-

cédents que si e,— aA > 0. Le mode de destruction étant donné, tant

que l'intensité 2 restera inférieur a El’ 1] y aura des fluctuations. Elles

cesseront quand A dépassera cette valeur car alors on se trouve dans le
cas d'un systéme différentiel (5) avec ?,<C 0, }3< 0, et comme on le
verra un peu plus loin, 1l n'y a plus de fluctuations et les deux espéces
disparaissent.

Dans 'hypothése d'un ) assez petit, la moyenne d'individus de la pre-
miére espéce détruits dans 'unité de temps est

o+ T - o~
I - a2y S
_f N, dt = 2LE e B
{

T

0

Elle ne devra pas atteindre .

Comparons les fluctuations avec celles qu'il y a sans destruction; les

. u . E: £
valeurs moyennes de N, N; sont maintenant, au lieu de T_z’ 1—%
a1
g+ 3h g — 2k
, .
-Y-_} \‘Fl
D’o la lor importante :
Lo1 DE LA PERTURBATION DES MOYENNES. — ¢ {'on détruit les deux

espéces uniformément et proportionnellement aux nombres de leurs
individus (assez peu pour que les fluctuations subsistent), la moyenne
du nombre desindividus de Uespéce dévorée crott et celle de Uespéce
dévorante diminue.

Sil’on ne détruit que Vespéce dévorante (¢ =0, 3 % 0), sa moyenne
ne varie pas, mais celle de 'autre augmente; si I'on ne détruit que
I'espéce dévorée (a £ 0, B =0), la moyenne relative a celle-c1 ne varie
pas, celle de 'autre diminue.
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Ajoutons que si I'on ne détruit que 1'espéce dévorante, il n'y a pas de
limite & imposer a I'intensité de destruction,

On peut faire encore des remarques secondaires intéressantes : la
période des petites fluctuations diminue quand on détruit i’espéce dévo-
rante, augmente quand on détruit 'espéce dévorée; mais, dans les deux
cas, le rapport des amplitudes augmente.

1II. — DEUX ESPECES DANS LES DIVERS CAS D'ACTIONS MUTUELLES.

7. On a vu plus haut comment en caractérisant les développements
des deux espéces par les coefficients d’accroissement 2, et 2,, et leurs
influences mutuelles dans un milieu délimité par p, et py, on parvenait
au systéme

AN,

(5)\) "75 == N'i(>‘i —i— P"IN‘!)’ ——— T "\T-)'nr.}\-')””E’ :J--JJ. i._.‘-':
(i

d’ou 'on déduit. comme on I'a vu,

' 1 : {NO" g g Ny
(6) N oM = O, N et Ny VSRR R
: ("\3)1‘1 e!J"lNﬂ_‘

Pour étudierles variations de N, N, dans tous les cas, on fera d’abord
I'étude de la forme des courbes précédentes (C fini non nul) suivant les
valeurs des 2 et p, courbes du plan (N,, N,).

On emploiera la méme construction que dans le cas particulier étudié
en construisant séparément

Y = Nhepa¥y, X = Njt etuNs avee Y = CGX,
On pourra aussi construire
Y = Njzeb:Ny, X = NyMe Py avec XY = (.,

Le faisceau de droites issues de O doit seulement étre remplacé par la
famille d’hyperboles équilatéres

XY =C.

Cette derniere remarque va nous permettre de consiruire toutes les
courbes (6) a coefficients A,  non nuls, i partir des deux seules courbes

(@) ¥y = xh et (A >0, n>0) | _\
. ‘ (x> 0).
(3) Yy = x’ epr (A >0, u<o0) ‘

Comme on ne change pas une famille de courbes (6) en prenant les
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opposés des coefficients 1, ., on aura toutes les courbes possibles en

Fig. 6.
y ¥
300D :
| 3000 (D 2105
3.10 6Tl i
3 i )
A‘—‘ H - | a= —=
516 200> ! a7 """
| 2000 (1) L 2.105 :
2.10 X LetllD a0 i : : |
H-= H LY -—I—
i N2
1 4}
1400 :
[ 5 '
109 Tet
. \ = L .
0 1000 2000 3000 x 0 1000 2000 3000 200 x
Courbelot g2x Pe X h >0 pios (Courte 1) gy-ax™ebTidroucal

supposant par exemple 4, >> o et considérant les diverses combinaisons
de signe pour les autres coefficients.

Fig. .

Pour les cas ot 2, <C 0, on appliquera la seconde construction avec
les hyperboles de fagon a constdérer

Y= NT)" e Ny, oU — As > 0.
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Le tableau suivant donne tous les cas :

fui>0 A0 pe>o0 1

» s < 0 s < 0

Ly >0 3> 0 e <l 0

| » }\2<0 [J..2>0
>0

<o ha>o0 Mg >0

» 7 < 0 Ma< O

My <O 2o >0 Ly < O

yo» A {0 g0

o N O B W N

Il y correspond les courbes de la figure 7.
On n’en indique la construction que pour les cas (7) et (8) de fagon

Fig. 8.

N,

A mettre en évidence les trois dispositions possibles de la courbe du

cas (7) swivant les valéurs de C (C', C”, C") ct a donner un exemple de
construction avec I’hyperbole

8. En ce qui concerne les sens de déplacement, on remarquera que,

. A A

sauf pour (7"), les courbes ne passent pas par le point Q ( — H—’, — :1)
2 1

qui annule les dérivées. En décomposant (7") en quatre branches par &,

on peut donc dire qu’il y a un sens de déplacement déterminé le long
d'une branche quelconque. On le détermine aisément en considérant les



3o CHAPITRE 1.

signes deﬂN—1 Ny
g dt ’ gt

les divers cas du tableau. Pour toute combinaison des signes des coefli-

. Nous avons marqué des fleches pour l’indiquer dans

cients ou A,<C o, il n'y aura qu'a prendre la combinaison des signes
opposés, la courbe correspondante et sur celle-ci le sens opposé a celu
qui est marqué : car les équations (5) restent invariantes quand on
change de signe a la fois tous les coefficients et la variable ¢, de sorte
qu'a des systémes de valeurs opposées pour les coefficients corres-
pondent des déplacements opposés sur la méme famille de courbes. (On
passe d’une représenlation paramétrique a l'autre en changeant ¢
en — (.)

On sait deja sur quelle courbe et dans quel sens va se déplacer le
point (N,, N;) a partir de sa position initiale. Distinguons toutes les
combinaisons des signes des coefficients (3£ 0) par le numéro de la
courbe correspondante dans le tableau ci-dessus et les indices = pour
indiquer le signe de %,. On a étudié le cas 8, ; pour 8. tout se passe
de la méme facon au sens de déplacement prés. Cela revient 4 permuter
les espéces.

Laissons de ¢dté ces cas 8, (qui correspondent & une espéce dévo-
rante et une espéce dévorée). Dans les autres cas le point (N,, Ny)
décrit une branche qui va a l'infini, cn O ou en 2. Il la décrit entiére-

ment sinon il aurait pour { = -+ %« une position lLimite a distance {inie

AT AR . .. v . )
autre que O et , 221, T2 quralent des limites finies non nulles, ce qu
YAt ft !

est incompatible avec le fait que N,, N, restent 2o et bornées (*).
Quand (N,, N,) se dirige vers O (par exemple cas 1_), il ne l'atteint
jamais; c’est sa position limite pour ¢ ==+ co. Car de (5) résulte qu'a

partir d’un instant £, ou N, varie dans le sens décroissant

on Ay 4 N tend vers 4, <o (2).

i . . dN . C e
() Si 3 (¢) représente la fonction _&t_" de limite a, 2 partir d'un instant ¢, ¢ sera dua
[ 2]
2

signe de o et de module > » ¢t l'on aura

{
N1.“‘(N1)1:/I o (¢} dt, d’ol |N1_(N1)1i>_|“?—|“_t1)-
o f -

1

L az
{?) On conclut en s'appuyant sur ce que f — tead vers — x quand ! tend vers zéro
LS ']"n

en restant > o,
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Quand il se dirige vers £ [cerlains cas (7”)], il ne I'atteint jamais non

plus, car
t—‘ lo —_ f

<Ny

N,

N,
Nli‘\};] —+ [J.]NQ),

oi N est la fonction de N, correspondant & la branche décrite et ou le

r - . . )‘l'
dénominateur s'annulant seulement au voisinage de N, = — =2 est, dans
b2
1sinage, de Ia f 1 ?(N1) ; '] )
ce voisinage, de la forme ('), y | @ | restant supérieur & un

(2]
Pe

Enfin quand (N,, N,) s’éloigne a l'infim sur la branche, il met un
’ 8 ’
temps infine quand 'un des deux nombres N,, N, reste borné et méme
tend vers zéro (2., 3., 4, 5., 6, cas de 7) et au contraire ne met
) . S ; . e -
quun temps fini quand N,, N, tendent simultanément vers l'infini
(1., 4., elc.).

La premiére partie est presque immédiate; si par exemple N, aug-
mente indéfiniment et croit & partr de ¢,

nombre fixe.

t— (= /Nl N _ Ny N,
a N|()\]_!_‘H]N2\ o 1\1 ’

=Ny (N, M

ou ¢(N,) lend vers 7[—1 pour Ny =--=, d’ou la conclusion (?).

. . . , . N,
Pour établir le second point on démontrera d'abord que tend
1
L, ~r . . .
vers = quand N, et N, tendent simultanément vers linfini, le

g
point N, N, décrivant une branche infinie, ce qui est facile en considé-
rant le rapport des dérivées (*). Ensuite, si, a partir d'un certain ins-

(1) Clest ce qu'on voit en appliquant la formule des accroissements finis (wvoir plus

)\ Y "
haut) & N, entre — — et N, et remarquant que les tangentes en @ & (-") ue sont pas
] Mo

paralléles aux axes.
dx
—a

{
Pour conclure au temps 1alinl dans ce cas. on s'appuie encore sir ce gque
q

1,
tend vers -—— = quand [ tend vers @ en restant du coté de o, # a.

lli
(*) On se servira de ce quc[ — quand / tend vers +-oz, a2 une limite finic ou
Sy
i : : - <
infinie snivant que « 21 ou a =1,

(*) On sail que s1 deux fonctions f(¢), £{¢t) dérivables en ¢ pour ¢ > A, sont infini-
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tant ¢,, N, croit,

{—t, = v N, zfyiwdm
QN:H"NL(}\I%_HINE) N, Nf ’

AR

+ N\ I ) y
ot 4 (N,) tend vers — pour N, o0; d’ou la conclusion.
2

En résumé, en dehors du cas

hy > 0, ) < 0, hay <0, e > 0O
ou
r << o, > 0, Ao > 0, U < O

correspondant i une espéce dévorante et une dévorée el pour lequel il y
a des fluctuations (voir § 1I), il peut y avoir équilibre instable (') si
initialement

NIZ— E‘)
P.

<

KRR

ou bien une des espéces s’épuise, 'autre croissant indéfiniment (temps
infin1), ou bien les deux s’épuisent (temps infini), oun bien les denx
croissent indéfiniment (temps fini), ow bien elles tendent vers un état
d’équilibre jamais alteint (temps infin).

Si I'on néglige le cas ou certains coefficients seraient nuls, on con-
¢lura donc en disant qu'il peut y avoir soit des fluctuations avec les
lois indiquées (§ II), soit les cas divers que donnent les combinaisons
de développement illimité ou d'épuisement pour chaque espéce. La
conclusion inacceptable pour le biologiste d’ un développement illimité
en un temps fini, dans certains cas, nous conduira & modifier la mise en
équations.

ment grandes avec ¢ et telle que §7 ait une limite /, a aussi une limite qui est !

g |59,

({ fin1 ou non).

| T
AR b
L F — 4
dt N, Sy,
— = —» LT
N 7 " i
th N‘-‘ \Jl
Done
N, ou,
— 4.7). LT .
N, O

On parvientl aussi 8 ce vésultat en s’appuyant sur la relation (G) et la comparaison
des croissances de U'exponentielle et de Ja puissance.

(') Si l'on part d’un point voisin de €, on décriva une branche de (77) ou (7") en
s'¢loignant sans retour,
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V. Il y aurait quelque intérét mathématique a étudier les cas de pas-
sage ou certains coefficients sont nuls. Contentons-nous du cas

7= 0, wy < 0, ha < 0, Wy > 0,

qui correspond a la limite d’application de la lo1 de perturbation des
moyennes.
Les équations différentielles s’écrivent alors

N,
dN,
dt- = Ny(hg-~ 2aNy);

d’ou
Nl_)‘ﬁ e~ VeNi—= (g WMy,
On construira cette courbe par le procédé déja employé des droites
. AN . ok
issues de O dans 20 y. ??E:_I est négatif; donc N, décroit, d’ou le sens de
déplacement sur la courbe. En raisonnant comme plus haut on verrait
Fig. 9.

que le point (N, N;) (qui ne part pas de A puisqu’on suppose les deux
espéces 1nitialement non nulles) décrit la courbe jusqu’en B en un
temps infini. La seconde espéce s'épuise donc, tandis que N; a une
limite finie non nulle.

I est intéressant de rapprocher les trois cas qui se présentent dans
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la destruction des espéces :

- £ . - -
< = (1) : Cas étudié dans II, 5,
x
. “ e N € . .. .
250 (volr nv6)( L= = (II) : Cas éludié a Uinstant,
2

> EE' (IIT) : Cas 3 dans n° 7.

Je trace sur un méme graphique une courbe correspondant d » =o
et, passant par un de ses points, lrois autres correspondant a trois
valeurs de A 1'espectivement dans chaque cas.

. . . N L €4 -
Quand Vintensité de destruction croil jusqu'a =, il y a des fluctua-

Fig. 10.

tions pour chaque valeur de l<§ et la moyenne des individus de
£yt P

a . 13 -
— himite qut ne correspond plus &

des fluctuations (exemple de limite supérieure jamais atteinte).

I'espéce dévorée croit jusqﬁ’e‘l
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Dans le cas théorique de passage, 'espéce dévorante s'épuise seule
(temps infin1), tandis que le nombre des individus de 1'espéce dévorée a
une limite finie non nulle. Enfin pour des valeurs plus grandes de 1, les
deux espéces s’épuisent (temps infini).

Ainsi quand I'intensité de destruction est trop grande, au lieu d’avoir
des fluctualions, les deux espéces s'épuisent.

—— () S ——



CHAPITRE II.

PREMIERE ETUDE
DE LA COEXISTENCE D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ESPECES.

I. 1. Espéces se disputant la méne nourriture.

H. Especes qui s'entre-dévorent : 2. Notion d’équivalents; systéme différentiel
de I'association hiologique avec I"hiypothése générale des équivalents que 'on
gardera. — 3. Quelques conséquences immédiates,

III. Cas d’un nombre pair d’espéces qui s’entre-dévorent : 4. Relation entre
les nombres d'individus. — 5, 6, 7. Dans le cas ot il y a possibilité théorique

d'équilibre, les fluctuations sont bornées et non amorties. — 8. Loi des
moyennes asymptotiques. — 9. Perturbation des moyennes par destruction.
~— 10. Petites fluctuations. — 11. Dans le cas général, diverses possibilités. —

12. Cas particulier ot les coefficients d’accroissement sont tous nuls.

V. Cas d’un nombre impawr d’espéces s'entre-devorant : 13. 1l est impossible
que toutes les espéces subsistent avec des variations bornées, en général, —
14. Cas particulier ou les coefficients d’accroissement ¢, sont tous nuls. —
13. Sur un cas particulier & trois espéces,

Note mathématigue : 16. Propriétés essentielles des déterminants, — 17. Déter-
minants symétriques gauches. — {8. Equatiens linéaires. — 19. Formes
linéaires.

I. — ESPEGES SE DISPUTANT LA MEME NOURRITURE.

1. Comme dans le cas de deux espéces, supposons qu'avec une nour-
riture suffisante pour salisfaire la voracité des individus, 1l y ait des
coefficients d’accroissement positifs et constants g, ..., g,. Dans les
conditions ordinaires réelles, la diminution de nourriture altérera ces
coefficients. En représentant la nourriture dévorée par unité de temps

par F(N,, ..., N,,), fonction positive s’annulant pour

Nerazno.Nn:O

et tendant vers l'infin1 avec chacune des variables, on est conduit,
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comme pour n =2, au systéme différentiel

. dN. . . .
I dt] :Nl[ei_Yl F(I_\i, Ng; ‘e Nn)],
..................................... )
(1) ‘; N :
”‘(Eﬁ = 1Nn[gn‘“""fn F(N'ly N:’.) sy Nfl)J
v (Y1, v+, Tn, nombres constants >> 0).
On en déduit
1 dN, 1 dN; ¢, €5
N, dt s Ns dt v 7.
ou
[ R _‘-] c
il Yr_ Yo | — 57 ___ =5
oy logN]| log N " 3,
d’on
2 2N
NT- S 5, 0y
‘; = ( e(Ta .a) (i constante = ! )1
NT (Ng )T

On verrait comme au Chapitre I qu'il y a (de fagon unique), pour les
valeurs initiales, des intégrales de (1) continues, positives dans tout
intervalle fini (¢, T),

Ordonnons les rapports ;—‘ el supposons done que
)

en négligeant les cas infiniment peu probables ot il y aurait des égalités.
Alors, en étudiant ce qui se passe dans le temps s'écoule indétiniment

1
NI
lim £ = w sl r < 5.
1 ]

F— w0 ?
N

Or toutes les fonctions N; restent bornées quand ¢ tend vers —-oo,
comme pour n = 2. De

1
. N ]
lim — = (i >1)

{l—w —_
NTi
i

résulte donc que tous les N;(£>2) tendent vers zéro.
En raisonnant a peu prés comme dans le cas de deux espéces ou con-
clut gue :
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Toutes les espécess'épuisent, sauf celle dont le 5 est le plus grand.

Au bout d’un temps assez long, 1l ne subsistera donc plus que cette
P g, P 1
premiére espéce de % le plus grand. On fera N,=N;=...=N,=o

dans les ¢quations (1), dont la premiére fournira la variation de N;. On
conclura, comme dans le cas de deux espéces, que N, a une limite
finie non nulle pour { = + oo (').

On pourra préciser en prenant en premiére approximation

F =3, N, +...— %, N, (Aye «o., Ag>> 0 constants ).

Nous renvoyons aux calculs du n® 1 (Chap. I).

I[I. — PREMIERS ELEMENTS DE L'ETUDE DE PLUSIEURS ESPECES
QUI S’ENTRE-DEVORENT.

2. Nous considérons dans un milieu délimité donné n espéces, qui,
si chacune était seule dans le milieu, auraient des coefficients d’accrois-
sements respectifs ¢,, ..., ¢, de signes quelconques, mais constants.
On suppose que, dans la coexistence, les rencontres d’individus de
deux espéccs ont un résultat soit nul, soit favorable i une espéce et nui-
sible a 'autre parce que certains individus en dévorent d’autres.

Pour arriver dans le cas général 4 un systéme différenticl commode
traduisant la lutte des espéces, nous ferons 'hypothése des « équi-
valents ». Indiquons sculement tout de suile un moyen tout a fait

simp]e qui nous aniénera a cette notion par les considérations trés
grossiéres suivantes :

Considérons les especes d’indices r et s dont les rencontres dans le
temps d¢ sont de nombre m N, N;d¢t et qui aménent la destruction de
prsmirs N Nsdt individus de Uespéce (s), prs étant un coefficient au plus
égal 4 1, constant comme m2 .

Supposons que cette chair dévorée par Uespéce (s) produise immédia-
tement un nombre d’'individus de I'espéce (s) égal au ¢uotient du poids
de cette nourriture par le poids moyen d’un individu de l'espece (s),
comme s'il y avait transformation instantanée d'une espéce dans 1'autre
avec conservation des poids de chair transformée. Alors, dans le

(1) Comme dans le cas de deux espéces, on peut arriver rigoureusement a ce résultat
sans négliger les autres N (vaoir p. 12).
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temps ¢, I'espéce () s’accroit griace aux rencontres avec l'espéce (r) de

Prsfes N, N; ¢

%i' individus,

f
i

3

en désignant par £, ct {3; les poids moyens des individus des deux
especes.
Donc, si I'on pose

fJ —
Qps == My Prg ey et gy == = Wy,

on pourra dire que les rencontres des deux espéces dans le temps /¢
provoquent des accroissements algébriques des nombres dindividus
respectivement égaux a

f 7 . -
=~ et N, Ng /L pourlespéee ( r),
,

‘3{ a,sN.N;dt  pour Pespece ().
En introduisant ainsi les inverses des poids moyens des individus de
chaque espéce, on pourra raisonner de la méme fagon pour tous les
couples d’espéces, en posant &,;== @, = 0 pour deux espéces indiffé-
rentes 'une a 'autre.
En négligeant les rencontres simulianées de plus de deux espéces,
on conclut tout de suite que dans le temps dt l'espéce d'indice r

quelconque s’accroitra de

n
. % a\' N T
(2) dN, = ¢, N, dt +Z SN .
1 5 -7
- a N . . I
Ainsi nous avons pu attacher a chaque espéce un coefficient v, = -

o
de sorte que dans les rencontres d’'individus de deux espéces () et (5)
les nombres d’individus qui disparaissent dans l'une et qui, on le sup-
pose, apparaissent aussitét dans 'autre, sont entre eux comme les coef-
ficients v,, n, correspondants, quand les espéces réagissent.
L'hypothése des « équivalents » consistera a supposer I'cxistence de
tels coefficients «;, dits équivalents, non plus nécessaircment égaux aux
inverses des poids moyeus, mais tels que dans les rencontres de deux
espéces réagissantes (r), (s), les nombres N,, N, varient comme s'il y
avait transformation immédiate d’individus (r) en individus (5) ow inver-
semenlt, en respeclant V'équivalence de N.n, individus (r) et N.v, indi-

L£4

. . . . . N
vidus (s). On voit que les rencontres laissent invariante la sommeE .
uF:
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. . . I
Si, comme il est naturel, on dit que — est la « valeur moyenne » d’un

il

individu de l'espéce (), la somme précédente est la valeur de I'associa-
tion biologique (poids total des individus dans I'hypothése initiale).
Les rencontres d’individus d’espéces distinctes méme non indifférentes
n’altérent donc pas la valeur de I'association biologique considérée.
Si nous supposons maintenant qu’il y ait des équivalents que nous

1 i . .
noterons —, - -+ —» Vaccroissement N, de l'espéce (r) quelconque

6, o
sera encore donné par 'cxpression (2) ou les @, sont certains coeffi-
cients constants lels que a,;=-— a,. Reprenons en effet le raisonne-
ment du cas, particulier initial. Si les rencontres pendant dt des
cspéces (1), (s) sont au nombre de m, N, N di, et s1 I'espéce (r) étant
dévorée par V'espece (s), il y a p,ymyN,N.d¢t individus (r) détruits,
notre hypothése des équivalents exigera Vapparition Je

Mo NS Nydt v .
Prafrs Tr-7s o individus ().
I By .

M,

En posant

ypg = Ny 1y {j:', gy — — (e,
les variations des nombres d'individus (#) et (s) seronl bien

H

Pr

. 1 .
a_\'}‘NpNS dt et “"aI'SNI‘N;,‘ dz

s
comme plus haut,

On raisonnerait de fagon analogue si 'espéce (s) était dévorée par (r),
cela revenant a intervertir les valeurs de a,, et as. Et Uon parvient
bien au systéme différentiel

’ n
AN Asr
(3) Tl NN, =12
- £ r
1
ou
n A
N
(4) p’r dﬁr = Ergr‘"_E asNg N,
S
1
I 1 I ' . -
AVEC Ay == — Qsr €L =1 5B > 0, « équivalents » des espéces dans
1 43 n

le cas le plus général de notre hypothése des équivalents.

Dans le cas de deux espéces seulement, 'hypothése d’un rapport
constant entre les disparitions et apparitions d’'individus que provoquent
les rencontres revient a notre hypothése des équivalents. D’ailleurs s1
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'on reprend les équations (5) du Chapitre I, il suffit de poser

@ = 11,3, (3> o arbitraire), d’ol le-ﬁ—: ’
1

223 @9 X2

r. =2

Pp=— — = 2= 5
2 2 P2

pour retomber sur les équations (3) précédentes, X, &, jouant le réle
de ¢, ¢,.

Il est intéressant de voir que, dans bicn des cas particuliers 'hypo-
thése des équivalents est inutile pour obtenir les équations (3). Par
exemple, si 'on a 7 espéces dont la premiére ne dévore que la seconde,
la seconde que la troisiéme, etc., la (n — 1) que la '™, on trouvera
bien alsément par un raisonnement basé sur les rencontres comme dans
le cas de deux espéces

J(I:z" = (¢ + v, Ng)Ny,

% = (22— va Ny + ¥4 Ny N,
........................... ,
% = (&p— ¥ Ny =5 7, N )N,
........................... ’
(i:in = (ep— v Nt 1N,

et 1l suffit de déterminer «,;, 3, par

, Xa) @ : ZEE!
T = 7 — Y2= ) Te = 7 U
[51 Es i’
w _ Gr—,r ' gy __ @p—1n
i ] ) A ' e = T
(17 r 4y
Qpg = — Uyp:

avec 3, arbitraire > 0, ct tous les autres «;; nuls pour lomber sur la

forme (3).

3. Des équations (3) on peut tout de suite déduire des conséquences
mtéressantes et trés générales pour tout systéme de solutions > o
dans (ty, 4-).

D'abord s tous les coefficients d’'accroissement e, sont négaltifs,
toutes les espices s'épuiseront. De (4) on déduit en cffet, grace A la
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propriété a,;=— ay
n

(5) i pr‘gr :Zei\

r=1 r—=1

Si — ¢ est unc limite supérieure négative des ¢,,

n <_ £
—1 T
2, -
=1
Donc a partir de I'instant imtial 7,
8rNy
hog—— < — (1 — )

> BN
et

i E?’rN,- <i aer- e_f'-\l—fu'.:

r—=I1 r=1

On en déduit aisément le résultat annoncé.

Au contraire st tous les coefficients d’accroissement &, sont positifs,
le nombre total des individus de toutes les espéces tendra vers - oo,
Car si ¢ est une limite inférieure positive des ¢, on aura, d'aprés (5) a

23 8N,

partir de I'instant imtial #,,

> &,

d’ ot

2 3, N,

log ———— > e(t—1ty) ou Z ,’3,.N,.>2 B, N2 esit—t)

¥ BN

Onendédmtsioa >0, (r=1,2,...,n)

NAT
w20

P
~

x

n
2
1

d'on la conclusion annoncée.
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Remarquons encore que stun seule; des coefficients «/’accroissement
est = 0, toutes les espéces ne peuvent s'¢puiser. Sinon on aurait, i

partir d’'un certain Lemps,
I le &y
_ > —
Ny de 9

incompatible avec 'épuisement de U'espéce (1).
Ajoutons que, dans le cas théorique ou tous les ¢ seraient nuls,

O o AN,
Q8=

r

.Y
Z l?'rNr: CO[lSt.

r

Ly - . . -
On en déduit que ZN,. reste compris entre deux nombres positifs.
.

Insistons sur ce point que, si tous les ¢; sont de méme signe, 1l est
impossible que toules les espéces subsistent en restant bornées. Un état
stationnaire et le cas de petites fluctuations sont donc alors 1mpossibles.

§'il y a état stationnaire (avec toules les espéces), on a d’aprés (4)

n
(E') Z Ay Ny 7= Er'ﬁr (." =1, 2% ..., n).
. 8

Le déterminant (') de ces équations (qu'on appellera déterminant fon-
damental) en N; est symétrique gauche; il est donc nul s1 n est 1impair,
et, s1 n est pair, carré d’un polynome par rapport aux «,;, donc o et
> o0 en général. Nous sommes ains1 conduits, pour une élude plus
approfondie, a distinguer Ies deux cas de n pair et n impair.

IIl. — CAS D'UN NOMBRE PAIR D'ESPECES QUI S'ENTRE-DEVORENT.

4. Négligeons le casinfiniment peu probable ou le déterminant de (6)

0 2 iz .., @y
o L3 0 az ... day
(7)

Apy Apa oo oo Ay g1 O

(') ¥oir a la fin du chapitre la Note mathématique.
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serait nul et supposons-le donc positf. Désignons par A, i le coefficient
de I’élément a, 4 de ce déterminant. On a aussi

Ahk:— Akh-

Généralisons le procédé uuilisé pour deux espéces (Chap. I, n° 3) et
qui nous a fourni une intégrale premic¢re. Des équations (4) on dédut
d’une part, comme on ['a fail

part, ,

) N 5 N,
(3) .>_J"" dt _'2 erpr

Formons le second membre d’une autre facon : si V'on écrit les équa-

tions (4) sous la forme

., logN, _
3 —— 7R —2 asr N (r=1;2,..., 1),

et qu'on résolve par rapport aux N; du second membre, on oblient le

systéme équivalent

. N, \
(8) D.N) = 2.. \,,,(0 f“‘”“ —e,.:?:,.) (h=1, 5 ..., n).

Il suffit pour cela de multiplier les deux membres des équations res-
P P q
pectivement par (Azy, Aga, ..., App) et dajouter membre & membre,
puisque
Apmay—+ Ahz 277008 S A}nz Qpn= D.

e (8), on déduit alors

n

. ~ 4 dlogN 0
? enBaNy, = o Z‘ € Idhs Ahr( %—5— g -,»,-)
7 _l

s
=1 =1
72 I d] n n
I O ) og N, 1 O .
= I_j Z 2 Anren Sh ;3." —a%“{ - -ﬁz 2 £h ﬁﬁ‘c—r HJ'AJH'-
h=1 r=i a=1 r=i
En vertu de Agy = — Ay, ce dernier ZX est nul. L'autre est égal a

n

s on
| dlosN,
Z nr% ijf'( E Ahr Ex 18)1

=1 =t
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Or, si l'on désigne par gi les racines de (6), de sorte que

n

(9) EAU &r r’f D Au‘-m DZ‘ Aniep 3h)

r—i =1 h=—1

la somme précédente devient

Donc

Z B N _2‘ 8, g, 108N dlogNr

=\ r-==1

La comparaison avec (5) donne immédiatement

dlogN,.\
EB"(M_’ a )=

r=i1

d'on

2 Br(N,— g, logN,) = const.

r=1

ou

. eN1 B1 eNs |Bi eNu ||3n
(10) — —= ) eer( - = const,
N7 ANT N

Ainsi toute solution de (5) dans un intervalle quelconque, formée de
fonctions positives, satisfait a la relation (10).

5. Pour aller plus loin, supposons tous les ¢; positifs, c'est-a-dire
gqu'tl existe un état stationnaire.

En introduisant n; = ?ﬂ (10) s’écrit
i

, el (ITIBI eliz 733 eln ) ’]nj?'n
{10") — e == const. C.

. . ex
Mais si nous remarquons que pour z > 0, —~ 2e (1),

I

eny’ '?'131 C G
(_ ) — e'?:l[?'i,

= <
e’lla '7&32 elln ’fn:'-"n - eq232+-‘-+’/rlﬁn "
r e , E qr'l{j"

7ln > el

1y

o

y - i e
(') Voir page suivantc la courbe y =
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et, d’une facon générale,

C
e 2 ’frﬁr

f an.\ 7.3,
(6_) <Ketd, o K=

;.

ou
1

n, _—
(11) (e—-)gmr!ﬂre.

n,

Il suffit de construire la courbhe (')

er

}":-.:—:i: (.Z‘>H)

pour voir que cette inégalité (11) entraine que n, reste dans un inter-
valle contenant 1 et dont les extrémités dépendent seulement des condi-
tions initiales et des constantes ¢, 3.

On en conclut que toute solution de (5) dans un intervalle (¢,, T),

correspondant i des valeurs données N%> o pour t = ¢, et formée de

. e e T —1
(t) La fonction y = pe de £ >0 a comme dérivée )’ — e~ pe

de o au minimum e pour & =1, puis crolt jusqu'd -+ e ( pour x =+ ). La courbe
représentative est un cas parliculier de la courbe £, de la figure ;.

. Donc » décroit
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fonctions positives, est telle que chacune de ces fonclions reste com-
prise entre deux nombres positifs indépendants de T (T peut &tre infé-
rieur a f, aussi bien que supérieur, d'ailleurs).

On peut en déduire existence effeetive (') d’une solution dans
(¢4 4 ), ou méme (— oo, 40} correspondant aux données NJ > o,
limitée par les nombres précédents et il n'y en a qu'une pour les
valeurs initiales.

Par cons¢quent les espéces subsisteront, leurs nombres d’individus
variant entre deux nombrs positifs.

L’équation (10) et les limitations (11) vont nous donner en outre un
résultat important. Lorsque les N} tendent simultanément vers les ¢,

eh; '« M
les — tendent vers e, G vers e=?

i

i et K vers 1 (par valeurs supérieures),

donc les limitations K¢%r¢, verse. On en conclut que si les N? sont pris
assez voisins des g,, les intégrales N, (t) différeront des ¢, respectifs
d’une quantité inférieure a toul nombre posiuf arbitrairement donné,
Aulrement dit I'état stationnaire est stable.

Nous ne pouvons, jusqu’a présent, rien dire de plus; nous ne savons
pas siles N; ont des limites ou comment elles sont attemtes. Pour aller
plus loin, précisons d’abord le langage par quelques définitions.

6. Sile nombre N(¢) des individus d’une espéce reste compris entre
deuxr nombres positifs, on dira que I'espéce a une variation bornee.

SiN(t) a des maxima et des mmima relatifs au deld de tout instant,
on dira que 'espéce a des fluctuations indéfinies.

Supposons que N(¢) ait une himite; il peut arriver qu’a partir d'un
certain moment, elle varie toujours dans le méme sens ou reste cons-
tante; on dira, dans ce cas, que N(t) tend asymptlotiquement vers sa
limite (pas de fluctuations indéfinies). Dans le cas contraire, 1l v aura
des fluctuations indéfinies, et comme la différence de deux extrema
quelconques doit tendre vers zéro quand leurs époques tendent vers
Vinfint, on dira que les fluctuations sant amorties.

S1 N(¢) n’a pas de limite, 11 y a nécessairement des fluctuations indé-
finies, car N(¢), compris entre deux nombres, ne saurait rester crois-
sante, décroissante ou constante 4 partir d’'un certain moment sans avoir
de limite. De plus, au dela de tout moment T, on pourra trouver ¢, ¢'

(1) Car la méthode des approximations successives permetira d’intégrer de proche en
proche dans des intervalles de longueur au moins éga'e a un certain nombre A = o.
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tels que | N(¢) — N(¢')|soit supérieur & un certain nombre positif fixe
indépendant de T ('). Ausst dira-t-on que les fluctuations sont non

amorties.

7. Complétons maintenant les résultats du n® 3 en montrant que,
dans les mémes conditions on les espéces ont des variations bornées, 1l
y aura des fluctuations non amorties pour I'une au moins d’entre elles,
en négligeant |’état stationnaire infiniment peu probable.

Dans le cas conlraire, en effet, tous les N; auraient des limites appar-
tenant respectivement aux intervalles de variation et nous allons voir
que c’est impaossible.

Supposons que pour ¢ =<0, les N; aient des Limites /; finies. D’aprés
(4), les (%‘ aurailent aussi des limites finies ;; tous ces }; sont nuls, car
s1 A, >4 0, on aurait, a partir d’'un certain instant ¢,

N,

7 S hp— = >0 1 A0 (g > 0 assez pelit),
7 ,
ou

dNI' ~ + ! L Y y '

= < hp—=—1' <0 Sl Jp < O ("< o assez pelil),
d’oa

Np— {(Np > mit—1ty),

ou bien

N,o— (N < — 't — 1)),

ce qut est incompatible avec la propriété que N, est positif et borné.
Mais si tous les %; sont nuls, les [; vérifieront, d’aprés (4),

n

L H ' L . by
€ 3y — E Aerleo=0 (r=1,2.....11,

ce seront donc les racines ¢; des équations {6).
enl- .
n, verse; par suite,

((3""1 ) ‘?l!‘jl e’ ’ff.':jz efin (/n!;jn
N4iA s oy,

Mais alors, tous les n; tendent vers 1 et les

\1
tendra vers e~78r

(*) Soient St1, It les bornes supérieure et inféricure de N (¢) pour ¢ Z T, (elles appar-
tiennent & l'intervalle de variation) quand T tend vers Pinfini, ST ne croil pas, donc a
une limite S et Tt qui ne décroit pas tend de méme vers une limite 1SS (I et S sont
dites plus petite et plus grande limite pour t = o« ); sil'on avait I = 8§, N(¢) tendrait

vers ce nombre. DoncI << S. Et il suffit de prendre 5= pour le nombre positif du texte,
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EtL comme ce prodult est une constante, sa valeur initiale doit étre égale
a sa valeur himite, ¢’est-a-dire que

(En_':)qifﬂl o (e’lﬁ)fin. " B
Q
ny nY

Or,
e!l:‘;
-_1'- = e?
I
et1ln’y a égalité que si n! =1.
Donc, 'égalité entrainerait que
y 4
nd =1 (I =1.", L)

c’esl~a-dire que les conditions initiales correspondralent a 'état station
naire. S’il y avait un état limite, il y aurait donc toujours équilibre,

d’ou la pmp051L10n annoncée.

8. Aprés cette extension de la premiére loi donnée dans le cas de
deux espéces, cherchons & faire celle de la loi de la conservation des

moyennes.
Intégrons entre ¢, et ¢ les deux membres des équations fondamen-

tales
AN .
1 AN, .
Il o N
Ei; N, ot Erdr 23“5: N
1
I vient
Is Nr‘ [ 8 t W
3, log No — &r Brlt— &) +E a’-*"‘f Ny dt.
- i' |;
1 )
Introduisons

t
D= [Nscit,

t— 1. £

valeur moyenne dans l'intervalle (2,, ¢).
On aura

d’oui, en résolvant, par rapport aux 9,

Bf' ,!N?' - (3
mlz—ZAhr(t__tol gjﬁg—‘rlﬁ‘ )

r—=1
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ce qui montre que, lorsque ¢ tend vers + co, ITs a une limite égale a

[£3
I . : _
— 5 2 Aprer 3= gr [voir form. (g) ],

r—I1L

: N, :
pulsque logﬁ—“ resie borné.
u

|
t— 1

Amsi, les moyennes

¢
f N, dt ont des limites pour ¢, qu'on
1

appellera moyennes asymptotiques des nombres d'individus des
diverses espeéces.
D’ou ce résultat qui est 'extension annoncée de la seconde lo1:

Les moyennes asymptotiques des nombres N; sont les nombres
correspondant a l'état stationnaire, et par conséquent, indépendantes
des conditions initiales; la connaissance des ¢, 3, d; les détermine.

9. Etudions, enfin, I'influence de la destruction des espéces et
tachons d’étendre la troisiéme loi donnée pour deux espéces. On consi-
dérait alors une espéce dévorante el une espéce dévorée. Nous allons,
dans notre cas général, supposer qu’aucune espéce ne peut étre a la fois
dévorante et dévorée; de facon que les espéces forment deux groupes :
celles qui dévorent seront les p premiéres; celles quu sont dévorées
seront les autres, de n®* p +1, ..., n. On suppose que les rencontres
d’individus n’ont aucun effet s’ils sont d’espéces d’'un méme groupe. De

sorte que
ahkr.(), Si }LEP: kgp;

aij =0, si i>p, J>p,

et le déterminant fondamental D est de Ia forme

4] ) 4] - s 9 a],f)+1 a|,p+2 (1, r

0 . . o 0 e e

o . . . 0 Qp,p+1 Ap,p+2 --- Apn
Ap41,1 . a/""‘",ﬂ 0} 0 v O
...... S e O 0 .. 0
an"[ tzn’p 0 18}

- . - . n - -
Or, on voit trés facilement que s1 p 3£ o ce déterminant est nul.
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{ ) ’ . .
Supposons d’abord p > ~; un terme du déterminant aura parmi ses

facteurs p éléments appartenant aux p premiéres lignes, et comme
p >n—p, ces p éléments ne pourront appartenir tous aux n — p
derniéres colonnes; donc, 'un au moins est nul, et le terme considéré
qui est quclconque dans le déterminant serait nul,

* - n : r r -
S1 maintenant p < 1 on considérera, dans tout terme du détermi-

nant, les n — p facteurs qui sont éléments des n — p derniéres lignes,
et I'on voil que I'un au moins appartient aux n — p derniéres colonnes,
donc est nul, d’ou la proposition annoncée.

- n’ r L] r - .
St p= - la théorie des déterminanls permet de voir que

L’

et comme ces deux déterminants se déduisent I'un de 'autre par multi-

n
plication par (— 1), D est égal au carré de I'un ou l'autre; par suite, on
peut considérer comme infiniment peu probable le cas ou D = o.
Si nous voulons utiliser la théorie qui précéde, il nous faudra donc

n 5 -y -
supposer p = . Dans cette hypothése n = 2 p, considérons les équa-

tions de l’'état stationnaire

|y gy Ipr1 T Qypiaqprat .= Qrap Gap= & Bi;
(Eg,p.,_i qp+1+ ............ e az,zp QEP: Ez Bz,

T,
al},p+l qP+1 '*+“‘ ................ —‘{’— a!),zp qu:: EFI lji)?

.
dpi9,1 ¢ +—apia,sGs oA pGp = fp ‘rjp+1,
r P Py P

(12)

e

N
Apyaa G + ApaaaGn tooitQpiap@p = €pyadpia,

@rpyi Q1 T+ Qapz Ga e @app gp = Eap Pap

1 (n=2p).

D’aprés la classification en espéces dévorantes et dévorées, les coefli-
cients non nuls des ¢; sont négatifs dans les p premiéres équations,
positifs dans les autres.

S1 done 1l existe un état stalionnaire, nécessairement g,, ..., €, sont
négatifs et e, .y, ..., €ap sont positifs.

Toutes ces hypothéses étant faites, il y a des fluctuations non amorties
et des moyennes asymptotiques égales aux racines ¢; du systéme (12).
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Opérons une destruction, uniforme dans le temps et proportionnelle
pour chaque espéce au nombre d'individus présents. Cela revient a faire
diminuer les ¢; (ou seulement certains d’entre eux), les autres coeffi-
cienls étants constanis.

Supposons lintensité de la destruction assez faible pour que les
racines ¢; de (12) restent positives, de telle sorte qu'on soit encore dans
les conditions de la théorie qui précéde.

S'il y a destruction d’une espéce dévorante au moins, nécessairement
Pun des ¢;(i{>>p) augmente, et s'il y a destruction d'une espéce
dévorée au moins, 'un des ¢;(<p) diminue.

D'ou la conclusion (loi de la perturbation des moyennes asympto-
tiques).

S'ily a, en nombres égaux, des espéces seulement dévorantes ou
seulement dévorées pour lesquelles un état stationaire est possible,
une destruction uniforme et proportionnelle dans chaque espéce au
nombre des individus (assez peu intense pour laisser la possibilité d’un
état stationnaire, donc aussi de {luctuations non amorties) entrafnera
pour les moyvennes asymptotiques une awgmentation chez certaines
espéces dévorées, une diminution ches certatnes espéces dévorantes.

La variation pour chaque groupe est due, d’ailleurs, uniquement a Ia
destruction des cspéces de Vautre groupe.

10. Revenant maintenant aux hypothéses du n®H, étudions les petites
fluctuations autour de I'état stationnaire dont nous avons démontré la

stabilité.
Les équalions fondamenlales

n
. N, . )
) v T I
Ar—— = Ej -j,--—t— (2“.11\5 N,.
dt ' Z_\.
1

peuvent s’écrire en introdulsant les nombres ¢, racines de

n
y
Erpr+> Sasr_({s: 0,

1

AN, N T
3r at =2 @sp(Ng— g5 )N,
s
1

En posant

= —y
”
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1l vient enfin

n
d ,
(13) Br di; :23 Qor fs(Ng— 110,
1

Comme dans la théorie des petits mouvements en mécanique, posons
n; =1+ v; et négligeons les produits ¢,;¢;. Il vient

n
. dv,.
14 3p— :2 Qgr sV
( ) i dt . rsVs
1

On est ainsi ramené 3 I'intégration d’un systéme linéaire a coefficients
constants,

Cherchons des solutions de la forme
[ v, = A et ey = A, e*!, - £, = A, ert
) e , :

15) , \
(18, i (A, x, constantes réelles ou non),

La substitution nous donne la condition nécessaire et suffisanle
11
(16) J&!'IBI"‘ZI 22 a‘gj'qs.{xS (?':I: ',2} LRI n)!
K3
1

a laquelle doivent satisfaire 2 et les A; non tous nuls pour que le
systtme (15) de fonctions non identiquement nulles constitue une
solution.

Les A, ne devant pas étre tous nuls, il est nécessaire, puisqu’ils satis-
font au systéme (16) homogéne de n équations a » incounues, que le
déterminant de (16) soit nul :

— 131-55‘ Aoy fn A3y¢3 ... dApi Gy
Qagy — 32X Ay qQy ... Cpnofn
(17) q i q e n |
{
O N
(1-1 bl 91 agn q: a3n (23 . . e ;J”x ]

Lorsque x est racine de cette équation, le systéme (16) en A; a au
moins une solution formée de nombres non tous nuls définis & un fac-
teur prés; il y correspond un systéme (15), solution du systeme diffé-
rentiel (14). Laissons de coté le cas infiniment peu probable ou I'équa-
tion (17) aurait des racines multiples (). Comme clle est de degré n (2)

?

(') La condilion d’existence des racines multiples se traduil en effet par une relation
d’égalité entre les @, ¢,, B

(*) Le terme de degré n est fourni par la diagonale principale 3, 8,... 8 z*,

n
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on pourra donc trouver n solutions (19),
(]8) ............ e ee e e s ,

correspondant aux n racines de (17), les A; de chacune n’étant pas tous
nuls.

Or, il est aisé de montrer que les z; sont des nombres purement ima-
ginaires.

Soient, en effet, @ - bi une racine de (17), A, (r==1,2,...,n) une
solution non nulle correspondante de (16); pour la racine imaginaire
conjuguée a — bi, les nombres A’ imaginarres conjugués des A, consti-
tueront une solution correspondante non nulle de (16). Ainsi,

T

Arﬁr'(a e bi) :Z Aer s As,

1

n

ALBrla—bi) =N awgcAl.

3

On déduit de ces égalités, respectivement,

(@ bi) ¥ Arfrar A;..‘-:Z ¥ argiAigeAl,
(a— bi)z A;-ar‘?rArzz Z CrGsAsqrAr,
r r 5

d’ou, par addilion,

zaZ ArAL i’j,.g,:z 2 (st ) Grgs AdAr=10

r” 5

zaz | Arl23,q,= 0.
r

Les ¢, sont tous positifs et les A, non tous nuls. Donc, nécessaire-
ment, a = o. Ce qui prouve que toutes les racines de (17) sont purement

et

1maginaires.
Comme elles sont deux & deux conjugnées, elles sont deux a deux
opposées. On les désignera par

by,  ibs, ...,  ib,,

—iby, —iba, ..., —iby,
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Considérons alors deux solutions (18) correspondant a deux racines
opposées,

Ay eibt, A, eibt ... Ay ellt

7 .y ’ oy ’ i
AI e zbt, A2 e abt, Ces A” & u‘;t}

les coefficients de la seconde pouvant éire pris éganx aux imaginaires
conjuguées de la premi¢re. On déduit donc par addition la solution

A, @it A e—ibt
d’'ou, en utilisant la formule d’Euler,

el = cosx -t-1sina,

la solution
(A + A coshbt (A, — A’ sinbt,

(An+ Apeoshbt + (A, — A))sinde,

dont les coefficients des fonctions trigonométriques sont réels et non
tous nuls.

. , . n
En groupant les racines opposées de (17), on oblient donc - solu-

tions de (14),

Ire py= L] cosb ¢+ M| sinb, ¢ vp= L) cosb t+ M} sind,¢,
.......................... , e
. n n A n
720\ leme 3 3 . "y ¥ .
— ¢4 = Ljcosb t - Mjsind, ¢, vp == L, cosb, t +— Mj, sinbd, ¢,
> 7 T 2 5
ou
1" vy=pleosb (¢ —vl), o= @hcoshy(t—v)),
.................... , A,
pyeme o E () S
P ¢1 =y cosd, t—wvy/, SRR Vp= ppcosb \t—v;/,
' 0 3

les 2 et v étant réels et les » d’'un méme indice supérieur non simulta-
nément nuls (').

Puisque dans I'équation (14) ¢ ne figure pas, en remplacant dans une
solution ¢ par (¢4 const.), on obtent unc solution dépendant d’une
constante arbitraire,

(') On sait que

A cosx + Bsinz = (VA*+ Blcos(x — a) ou a:ArctangE-
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— . . ., . n .
(Grace & celte remarque et en combinant Iinéairement les N solutions

précédentes, on obtient finalement une solution dépendant de n cons-
tantes,

1oy =GCplcosb (t—v]—2) + Gy} €0sby(t—vi—as) +...

n It
3 >
—!—C“U.| COSbn(t_\"l__zn)*
- 2 2

o= Ciu}cosb{t—v)—x )+ Cou} cosby (L —v7— o) +.

N H
+ G, 17, cosd <t~—v‘il—x )
o 0 .

De ce que tous les b; sont distincts, il résulte (vorr les Cours d’Ana-
lyse) que cette solution dépendant de n constantes arbitraires est la

-..

-

Ky
=\

solution la plus générale.
De n, =14 v,y N, = n,.q,, on déduit la solution générale des petites
fluctuations, et {’on conclut que les petites fluctuations peuvent éire

. 4 ’ ! - . n .
considérées comme résultant de la superposition de — fluctuations

-

. . I . . P 27
sinusoidales de périodes différentes R
1

i

el

En négligeant le cas infiniment peu probable ou ces périodes seralent
commensurables entre elles, il 0’y a done pas de périodicité.

14. Nous venons de voir que si un état stationnaire est possible, 1l y a
des fluctuations bornées non amorties que nous venons de préciser dans
le cas ou elles sont petites. Que peut-on dire sans cette hypothése de
possibilité d’état stationnaire?

A priori, il se peut qu'uue ou plusieurs espéces disparaissent, ou
bien deviennent infiniment nombreuses. Sinon, c’est-a-dire si, quand
le temps s'écoule indéfiniment, toutes les espéces subsistent avec des
variations bornées, il y a sirement, s'il n'y a pas état stationnaire,
des fluctuations non amorties, car le raisonnement du n° 7 prouve que
les N; ne sauraient alors avoir tous des limites dans les intervalles ou
ils varient ('); de plus, d’aprés le n° 8, les moyennes asymptotiques

(1) On voit dabord que il y a des limites, clles sont racines des équations (6);
comme les N, restent dans des intervalles (4, K;) par hypothése, il en serait de méme
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existent encore et sont égales aux racines ¢; des équations (6). Mais
s1 0<k;<N5<K,',
{

ki< f N, dt < K,
t— . ‘,

d’ou, en passant a la limite,
o< kifg s K,

D’ou 1l résulte que Vétude qui vient d’étre faite dans ce para-
graphe 111, avec ’hypothése dc la possibilité théorique d’un état sta-
tionnaire, n'est autre que celle du cas le plus général o les especes
en nombre pair subsistent toutes avec des variations bornées [moyen-
nant, bien entendu, le systéme (3)].

12. Terminons par examen d’un cas particulicr qui ne rentre pas
dans cette étude, et qu’on pourrait réaliser & peu prés par vole artifi-
cielle de destruction ou d’apport d’individus; celui o tous les « sont
nuls, c’est-a-dire ou chaque espéce, seule, serait stalionnaire. Son
étude va nous montrer 'influence des rencontres.

On a déja dit (voir n® 3) que

(20) Z BN, = const. ('),
-

donc, que le nombre total des individus restait compris entre deux
limites positives. En supposant toujours, naturellement, le déterminant
fondamental différent de zéro, on déduit de

?”'0’1_011\_ —-Z Qsr Ny [vorr équ. (41],

en résolvant par rapport aux Nj,

dlt‘d
D.N, ZA\,,’ s Sl

des racines g, et Voo est ramené au cas de I'élude qui précéde, de sorte que la fin du
ne 7 s’applique.

D’ailleurs on peut se dispenser de voir tout de suite ¢u’il y a des fluctuations non
amorties; car ce qui suit établit indépendamment de ceia que l'on se trouve dans le
cas de I'étude qu'on vient de faire.

(') Remarquons que la nullité des ¢, entraine celle de toutes les racines ¢, des équa-
tions (6) et qu’alors cette intégrale premiére (20} n’est autre que (10) dans le cas
particuliér, g,= o0 (i =1, 2, ..., ).

=1
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d’ou, en transportant dans I'intégrale premiére (20),

flo N,
6. 8N A5 —C
Z a ‘ dt ( =0
ou
N .a log N, .
A & 't 2 Bs Ao | =
d’ou, en intégrant,
ﬁlz ial Au {jnz [j.r A,m
(21) N, ...N, * = C, el

ce qui établit qu’il est impossible que toutes les espéces subsistent avec
des variations bornées (').

On conclut que chaque espéce sera bornée supérieurement ( comme
le nombre total d’'individus) mais qu’elles ne penvent toutes étre bornées
inférieurement par un nombre positif.

IV. — CAS D'UN NOMBRE IMPAIR D'ESPEGCES QUI S'ENTRE-DEVORENT.

13. Le déterminant fondamental

0 al" P al‘rl

7 57%] ‘e e 0

symétrique gauche d’ordre impair est nul.

Si ses mineurs étaient tous nuls, ceux des éléments de la diagonale
principale, en particulicr, le seraient, et comme ce sont des déter-
minants symétriques gauches d'ordre pair, donc carrés de polynomes
en a;;, la nullité de tous les mineurs entrainerait des relations d'égalité
entre les a;;. On négligera ce cas infiniment peu probable.

Considérons alors dans le déterminant adjoint (qui est symétrique)
une colonne d’éléments non tous nuls, ou des nombres proportionnels

R, ..., R, (?). Alors

rt

S airRr‘:O,

Hl‘
1
quel que soit 7.
C’est vral s1 { nest pas le numéro de la colonne dont les éléments
P

(') Sinon, le premier membre de celle relation, qui serait toujours valable, resterait
compris entre deux limites positives, tandis que le second tend vers - co.
(*) On sait d'ailleurs que si un déterminant A est nul, dans le déterminant adjoint 4&’,
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sont les R, d’aprés une propriété fondamentale du déterminant adjoint.

(C’est encore vrai, dans le cas contraire, puisque le X est alors, a un

facteur prés, le développement du déterminant fondamental qui est nul.
Alors, partons des équations

dlogN,.
Br — dt i *_Z @urNs

multiplions les deux membres respectivement par R, et ajoutons membre

a membre. 1l vient
2 R-G, d__]O_gN ——Z er 3, 1R,

2 Z ;R Ne= Y [1\(20“)] = o,

d’ou, en intégrant,

puisque

ZE,.{:},.R,.\ t.
{22) N?‘“’Ngﬂﬂ’...NE“R”: Ce(r )

En négligeant le cas infiniment peu probable cu 2,¢,.3,R, =0 ('), on
voit que le second membre, ou bien tend vers o, ou bien tend vers —}- o0
quand ¢ croitindéliniment. [l est donc impossible que toutes les espéces
subsistent avec des variations bornées, sinon les nombres N; satis-
feraient toujours dés I'instant inihal a la relation précédente, et le pre-
mier membre devrait rester compris entre deux nombres positifs alors
qu'il n’en est pas de méme pour le second membre. Nous parlerons inci-
demment plus loin, a4 propos d’un autre probléeme, de la question du
passage i la parité par ¢puisement d’une espece (Chap. 111, fin dun® 17).

14. A cOLé de ces résullats généraux, étudions le cas particulier o
tous les € sont nuls, réalisable a peu prés par destruction et apport
d’individus (de fagon uniforme et proporuionnelle dans chaque espéce
au nombre d’individus présents) et dans lequel les conclusions seront
tout différentes.

si lous les éléments ne sont pas nuls, les lignes sont proportionnelies, et aussi les
colonnes. De plus si A est symétrique gauche d’ordre impair, les carrés des éléments
d’une ligne ou d'une colonne de A" sonl proportionnels aux ¢léments de la diagonale
de A, Ceux-ci, déterminants symélriques gauches d’ordre pair, sonl des carrés de poly-
nomes P, en des éldments de A; on pourra donc choisir comme IR, ces nombres P, pris
avee des signes convenables (voir n° 17).

(') Remarquer que cette égalité est la condition pour que les équations de Pétat sta-
tionnaire aient des racines {voir n® 18).
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A coté de 'intégrale premiére

Z BN, = const.,
-

nous écrivons celle qui se déduit de (22) en faisant tous les ¢ nuls :
2
(23) N{,"“‘...NE"R"z const. C,

Si tous les R; sont de méme signe, toutes les espéces auront des
variations bornées, car, si L est une limite supérieure des N;, on déduit
de I'équation (23), s1 par exemple tous les R; sont > o,

Ainsi, Phypothése sur les R; entraine que toutes les espéces aient des
variations bornées. Elle entraine anssi la possibilité d’un état station-
naire, puisque les équations de cet état,

fl

f
E A Ng= 0,

i

forment un systéme admettant comme racines des nombres propor-
tionnels aux RK; (2), done, en particulier, tous positifs.

Pour savoir s’il y a des fluctuations non amorues dans notre hypo—

‘ o . dN;
thése, supposons que les N; aient des limites ;. Comme au n° 7, les 7”
tendraient vers zéro et les [; satisferaient a

n

~—y
z ar‘g[.--: [§]
5

1

D= 8N,

B BB = (NDYBR (NG )BaR,

et en méme temps a

Tirant des premiéres équations /, = }. R, et portant dans la suivante,

(!) Ces inégalités permettent d’établir 'existence de solutions continues pour ¢ > ¢,
comprises entre deux nombres positifs, relatives aux équations fondamentales et aux
valeurs initiales positives,

(*) Voir la Nole malhématique, fin du chapitre, n° 8.
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A AT

}5 = r d,()il l_": R_g _’_.—‘_‘_—‘

> on, 3 n

En transportant dans la derniére relation, il vient

1l vient

Ry B0 Ry BB _ (N, (NG ol
Y3k ¥3.8,

[Z 6 | er] [2 BrN;!] '

r

En négligeant le cas infiniment peu probable oa les conditions ini-
tiales satisferaient & cette relation, on peut donc conclure que les N, ne
sauraient tous avoir de limites, donc qu'il y a des fluctuations non
amorties pour I'une au moins des espéces.

En ce qui concerne les moyennes, intégrons de ¢, 4 ¢ les équations
fondamentales

n
B, N, I -
(24 ~ log gy =, a N, de
\)!) t"““t{) ogNg SaIS t_tg‘_[ ¥ (Jt
i o

et adjoignons

(25) Zp’st_lto‘[thdf=2)3sN.?-

En prenant n — 1 des premiéres équations et celle-ci, on a un systéme
de n équations en les quantités

.

I
t-to[o N, dt.

dont le déterminant est, au signe prés, égal (') A

2 @rB—r> 0.

En résolvant ce systéme par la régle de Cramer, on obtient, pour les

moyennes
t
I
f Ns dt:
t—ty./,
°

(') Ce déterminant se déduit du déterminant fondamental en y remplagant une ligne
par les .. Il n'y a plus qu'd développer suivant les éléments de cette nouvelle ligne.
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des expressions dont le dénominateur est le déterminant précédent, et
dont le numérateur est linéaire A coefficients constants par rapport aux

[
t— ¢,

log N—;

qui tendent vers zéro quand ¢ tend vers co, d’oa l'existence de limites
par ces moyennes. Il y a donc des moyennes asymptotiques

N, = lim | — f
= a t""to t

qui satisfont, d’aprés (24)-(25), &

t

N, dt ]

1

E ar:gt_;: 0,
L1

1

Zs psms =2’ lasN?:
1 1

> 5N
R, -——— .

> R,

r

d’ou (voir plus haut)

I, =

Ces moyennes asymptotiques correspondent donc &4 un état station-
naire possible; elles dépendent des conditions initiales, mais sont pro-
portionnelles & des nombres qui n'en dépendent pas.

Si¢ Pon ne fait pas d’hypothése sur les R;, s1 toutes les espéces
subsistent, alors, comme nous savons qu’elles sonl bornées, le raison-
nement qui précéde établit I'existence de moyennes asymptotiques; ces
moyennes, appartenant a lintervalle de variation des N;, sont des
nombres positifs; done,

tous les R, sont donc du signe de

2 3R, = o.

Le cas qui vient d’étre traité est donc le cas le plus géndéral ote il
v a des variations bornées par toutes les espéces (n tmpair, e; nuls).
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Hlustrons cette étude par un exemple : celui de trois espéces, la pre-
miére dévorant la seconde, celle-ci la troisiéme, et la troisiéme la pre-
miére, les ¢; étant nuls tous les trois. Alors

Xay > 0, ad3s > O, ez > 0,

Le déterminant fondamental est

et 'on pourra prendre
Ry = a;.. Ry = ay3, R; = a.,.

Les états stationnaires possibles correspondent & des nombres d’indi-
vidus proportionnels d ces valeurs comme les moyennes asymplotiques.
Quant aux intégrales premiéres,

(')6) BLN-1+ﬁ2Nz+{j3N3:COHS[.,

j 1-(.1 -r a
(27) Nr,’ﬂ“l\‘;”‘“Ng’“": const.,

elles permectient une représentation géométrique des variations des
espéces. Le pomt (N,, Ny, N;) dans Pespace (N,, Ny, Ny) déerit, en
effet, la courbe d'intersection de la surface (27) par le plan (26). Et il
AN, dN, dN,
4t de T dt
s’annuler ensemble; sinon, Ny, N,, N; auraient toujours été constantes (')
et 'on ne serait pas dans le cas général des fluctuatious non amorties.

ne sauraient

se déplace toujours dans le méme sens, car

15. Terminons par I'étude d’un cas trss remarquable : celui de trois
espéces dont la premiére se nourrit de la seconde, et celle-ci de la

troisiéme, qui, seule dans le mitieu, se multiplierait indéfiniment;
cecl se traduit par

()8) S 31<O, EE<03 Eg> 0,

?. Xy > Q, (za > 0, a3 = 0,

C’est le cas ou, dans une ile, une espéce carnivore vivrait d’une

(') Le systéme différentiel fondamental admet. une solution unigue au voisinage
d’un iostant et pour des valeurs des N, a cet instant; si ces valears annulent les
seconds membres, ce seront des constantes formant une solution, {a solution. If ne peut
donc arriver que les dérivées de fonctions intégrales s’annulent simultanément sans
avoir toujours été nulles; sinon, en considérant le moment ou elles s’annulent ensemble
pour la premiére fois, on obtiendrait une contradiction dans 'étude du voisinage.
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espéce herbivore, la troisiéme espéce, végétale, étant supposée satisfaire
aux diverses conditions que nous avons considérées, dans tout ce qum
précéde, comme remplies par les espéces animales seules considérées
jusqu'ici. Ce serait encore le cas de plantes, de parasites et de parasites
de ces parasites, d’oa l'intérét en agricullure:

Le systéme différentiel est alors, en posant, pour mettre les signes en

évidence,

£ = — &y, £y — — Ka, £3 = g, s — Qa, au:b,
dN
{317[—1 = (— a3y -+ aNy) Ny,
IN,
(29) B = (— 2Ba— aNy-+ ONg) Ny,
(N .
@3-3?3 = (2383— 6N} Ny,

d’intégrale premiére,

B0 log(N;) =+ Byalog(N;) = (— 231 b + 2385 a)t + const,
ou

(30) N?ibNgaa frans (_; e(aasaﬂﬂmiﬁibﬂ.

Dans ce cas particulier, on peut établir (') que le systéme ( 29) admet

(1) §'il existe dans (£, T) une solution de trois fonctions continues positives corres-
pondant aux valeurs initiales NY, N§, N%, on aura

log N T
diogN) o dou  log % <o (T—t), N,< N§easT—ti=L,
3

de 3
. . V
puis, grace a l'éguation en %
b
d.logN b ) . 2 NG eas(t—1) Y T— ¢y
—_dt_n < E:Nf;'e% =, d’ou N3< Nge(ﬁ: ) = L,

et de méme une limite supérieure pour N,.
On trouverait ensuite facilement des limites inférieures positives : par exemple

la troisiéme équation donne
ks dN3>_ ay B+ bLg,

N, di B,
d’ou
N a,B,—+— 6L,
i —3 — s 772 — &),
og N = g, (¢ a)
uis
P _:a3{3,+bLg)|T_“
N—E e Bs

Par intégration dans de petils intervalles de proche en proche, on pourra (comme
Chapitre I, p. 10, note) trouver effectivement dans (¢, T) les trois fonctions formant
la solution.
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pour les valeurs positives N}, NI, N} correspondant a 'instant initial ¢,
une solution formée de trois fonctions continues positives dans 'in-
tervalle (¢p, ). Et il est aisé de voir que les fonctions N; et Ny ne
sauraient rester a partir d'un certain moment inféricures respectivement

a des nombres plus petits, d’une part, (N;), que et, d’autre

OC3[-:53 0t1[31,
b et Pl

o ﬂf_ L . - L]
part, (N;), que %, sinon, en ce qul concerne N, a partir de ce

moment, N, décroitrait et tendrait vers zéro, tandis que N, croitrait

indéfipiment; au bout d’un certain temps, N-Lg (% resterait supérieur
un nombre positif, de sorte que N, tendrait vers + o, d’ou contra-
diction; on raisonnerait de fagon analogue relativement a N, (*).

Il est donc impossible en particulier que I'une de ces fonctions N,
N; ou les deux, tendent vers zéro quand ¢t - -, c'est-a-dire que l'une
aw moins de ces deuz espéces s'épuise.

Pour aller plus loin, supposons d’abord

a;;ﬁ;;a—alﬁlb >0.

Alors, les fonctions intégrales Ny, Ny satisfont &
A 4
NIOND o

de sorte qu’elles ne sauraient rester bornées toutes les deux a la fois; de
plus, N3 ne peut rester borné, sinon N, devrait tendre vers -}~ o, et,
d'aprés la seconde équation (29), N, tendrait vers zéro, de sorte que,
d’aprés la troisime équation, N, finirait par croitre indéfiniment. Do
la contradiction.

La fonction N, devant ainsi prendre des valeurs non bornées, les
équations ne pourront plus correspondre a la réalité biologique de
I'existence d’espéces dans un domaine fini. Il y a lieu de changer la mise
en équalion, ce que nous examinerons au chapitre snivant.

Supposons maintenant

S(]B|b<0.

33;‘33&

J .
Alors N?NBs# yond vers zéro et, comme N, ne tend pas vers zéro,

(') On peut ajouter que N, ne saurait rester supérieure a un nombre plus grand

o ) . o ) .
ue —3—}-3—3 Sinon en effet d'aprés la troisiéme équation N, devrait tendre vers zéro el
q b P q 3

d’aprés la seconde équation N, devrait tendre vers zéro.
q 3
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N, aura pour ¢ =+ cc une plus petite limite (') égale & zéro, c’est-
a-dire que pour certaines suites d’instants tendant vers 4-oc, N, tendra
vers zéro (*).

Un cas particulier intéressant est cclui ot 'espéce (1) s’épuise, la
fonction N, tendant vers zéro, tandis que les autres N, N, restent voi-

e %
sines des valeurs moyennes “3’ ’(3 qu’elles auraient si elles étaient

seules. On peut donner dans ce cas des formules précises représentant
le phénoméne. Posons

%a iy Qg 3y
N, = 36J(I+":); N%—_:BL;(I+"3}3

et négligeant dans les équations différentielles entre N, vy, vy, les

() On entend par plus petite limite » ou plus grande limite A pour x = + «, d'une
fonction f{x) deux nombres définis de la fagon suivante :

Soient M., ¢t nie, les bornes supérieurc cl inférieure de f(x) pour x 2 zy; quand z,
croit M., ne peut pas croitre et sy, ne peut pas décroitre. Les nombres ont done pour
a,~->+ o deslimites A el A, Elles jonissent de la propriété que si pour une suite x,—+—+«,
Sf{x,) a une limite, elle est au plus égale A A, au moins égale &4 h; A eL h peuvent d'ailleurs
étre attcintes par ce procédé. Ceci justifie la dénomination de A el .

Dans le texte nous disons que la plus petile limite de N, est o. Sinon elle serait > o
et alors, 8 partir d'un certain moment N serait supéricure & un nombre positif fixe;
comme N?'F'Ng"'“ tend vers zéro N, devrait donc tendre vers zéro, cc qui fournit la con-
tradiction clherchée.

i

. . . & %3
(*) On peut ajouter dans cette hypolhése 3;3 < AL

gquclques renseignements sur
les fonctions N, et N,.
On voit d¢ja que N, ne peut ni rester inférieure {pour ¢ assez grand) a un nombre plus

s
Oc R
333: ni de méme rester supérieure 4 un nombre plus grand que b 3

On sait aussi que N, ne peut rester a partir d’un certain moment inférieure & un nombre

. o, . , . . . - ,
plus petit que '—(?3 Ajoutons qu'elle ne saurait se maintenir supérieure 4 un nombre plus

%, %,
b

N, devrail tendre vers -+ » (2° équation) et N, vers zéro (3¢ équation).

petit que

grand que Sinon comme NE‘[’ NE’“ tend vers zéro, N, tendrait vers zéro. Alors

c)
- . . &, .
On peut voir maintenant que N, ne peut tendrc vers “’b' Y par valeurs au plus égales

a cette limite. Sinon N, finirait par étre non décroissante et aurait donc une limite qui

: : a, 3, : _ A o : :
serajt nécessairement b‘ *» mais alors N, finirait par ¢ire décroissante, ce qui est inconi-

patible avec I'hypothése initiale.
Q

o
Un raisonnement analogue montrerait quc N, ne pcut tendre vers ’b' ! par valeurs au

plus cégalcs.
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doubles produits de ces quantités petites. Il vient

AN @i\ L
g‘m|:<—“ﬁ“+ gith
AT
(31) ?}z dtﬂ - 12 :32\1‘3"—"“(1:1\11,
({‘/3
B' di =% .83"2

De la premiére équation, on tire

(“a“ﬁe' ac)(( 2y
Ny =Noe\ep

Les deux autres deviennent

a2y 3 Py
ﬁ—dw‘s: _{_z_ N(: 8( biqi _al)t “o}
(32) dt J9
s 1 y 0
e e Hq My = (),
it 1T

La solution générale du systéme des ¢quations sans second membre
est [voir équation (10), Chap. Ij

A ya, sin{y/2 25t + B),
A \/a—J cos(\,faga3z-+- B),

d’ow, en ajoutant la solution particuliére,

SN D . v
akNY ki 23 NY ity
Bal K24 a5 24) ? Do (K24 ayay)

3,
a2y 0y
(K = owmT T “-1) '
1]
qu’on obtient en cherchant une solution de la forme
L eKi—to N eKi—t)

la solution générale de (32),

aKN?

K2+ 5(25(3)

eRit—1o),

Ve = A vf;; Sin(\/aga:%t+ B)+ }’j (

o . N aﬂsN?
3= A \/13005(\/“213t ‘ B)_[ﬂ._.(Kz-F- oy 03 )

A et B se détermineraient avec les valeurs initiales dev,, v/ ; on obtient
finalement N,, Nj.



68 CHAPITRE II.

L’examen du cas général nous conduit a introduire une définition
nouvelle; jusqu’a présent nous avons dit que lorsque la fonction N cor-
respondant & une espéce tend vers zéro quand ¢ = —4-oo, I'espéce s'épuise;
nous dirons que, lorsque la fonction N> o peut sans tendre vers zéro
prendre des valeurs arbitrairement petites quand t—»—4-x0 (cest-
a-dire lorsque sa plus petite limite pour ¢ =-}-« est nulle), l'espéce
« s'épuise d’une fagon non réguliére » par opposition a l'autre cas ou
'on pourrait dire qu'elle s’épuise de fagon réguliére. A cette conven-
tion de langage mathématique correspond un postulat biologique,
celui de la disparition réelle de 'espéce dans tous les cas ou la fonction
correspondante, intégrale des équations diftérentielles correspondantes,
a une plus petite hhmite nulle quand ¢ —> 4 cc.

Nous pourrons donc dire que, dans notre probléme des trois espéces,

. G(- a * s = r 4 * [ KN
s1 JTBS < —;E, la premiére espéce s'épuise de facon réguliere ou non.

NOTE MATHEMATIQUE.

SUR LES DETERMINANTS ET LES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES.

16. Indiquons briévement sur ces questions ce qu’il faut en savoir pour com-
prendre l'usage qu’on en fait dans ce chapitre.

Pour définir un déterminant, on considére un tableau de 72 nombres disposés
suivant n lignes et n colonnes, qu'on notera par commodité pour rappeler leurs
places, avec deux indices; par exemple,

&1y Ay .. Qg
oy daa o0 gy
Apy dpg .0 App

Prenons un nombre et un seul dans chaque ligne et chaque colonne et faisons
le produit aju,@sn,...%na,, OU oy&s...%, €5t une permutation des n premiers
nombres entiers (c'est-a-dire 'ensemble des n premiers entiers rangés d'une cer-
taine facon).

On dit que dans une telle permutation, deux éléments présentent une inversion
si le plus grand est placé avant 'autre,

Si I est le nombre des inversions de la permutation o, ...a,, on considérera
(—)ayq, ... ana, quon appellera terme du déterminant du tablean. On fera la
somme de tous les termes possibles correspondant a toutes les permutations
%1...%, des n premiers entiers, el on 'appellera valeur D du déterminant. On
écrira

Lay ... apn
D=
Any  vov Qup

(n = ordre du déterminant).
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Exemple :
a b

¢ d

= (Z({‘*—-bl’:.

On démontre que Ia permutation des lignes et colonnes de méme rang ne change
pas I'ensemble des termes, que la permutation de deux lignes ou deux colonnes
remplace 'ensemble des termes par I'ensemble des termes opposés; de sorte que
si deux lignes ou deux colonnes sont identiques les termes doivent étre deux &
deux opposés et le déterminant nul.

On appelle minewr d’un déterminant relatif a un élément @pqle déterminant &,
obtenu en supprimant dans le tableau la ligne et la colonne de a,,.

Cousidérons le développement d'un déterminant et groupons les termes conte-
nant un élément a,, déterminé; le coefficient A, de @, 4 dans leur somme Apg@pg
s'appelle le coef ficient de I'élément a,,. On démontre que

1\]}(‘7: ("*'_ I\)p_!_q Bl)ql

lin particulier les cocfficients des éléments de la « diagonale principale » a,,,
@agy +0ey Ay S0DE €gaux aux mineurs correspondants.

Remarquons maintenant qu'un terme ne pouvant conlenir deux éléments d’une
ligne ou d’une colonne déterminée, on peut grouper sans ambiguité les termes
contenant chaque éiément d’une ligne, ou d'une colonne et 'on voit aussi que le
déterminant est égal a

D = }\ a1 gy T A;2a32+...+ f\ in Clan
F / 7 / / 7

(35)  ou

( I} — A1qa1q+ qua-gq_:—. . .+ Anqa”q,

selon qu'on développe suivant les éléments de la p'Jligne ou de la ¢'* colonne.

C’est cette propriété qu'on utilise pratiquement pour calenler un déterminant,
car on se raméne a trouver la valeur de certains coefficients, ¢’est-a-dire de cer-
tains mineurs qui sont des déterminants d’ordre inférieur d'une unité. De proche
en proche on se raméne & calculer des déterminants d’ordre 2, ce qui estimmédiat.

Exemple :
a b e
l, ' ’ [)J" CI (?,’ Cf a:’ Z)
@& b c = a 1 " - b " % -+ n 1
" ¢ ¢ a’ b

=a(dc"—c' by —b{a'c"—c'a"y+e(a b —a'b').

Une conséquence intéressante de cette propriété de développement, c’est que si
Fon multiplie les éléments d’'une rangée (ligne ou colorne) par un méme nombre,
tous les termes ct le déterminant sont multipliés par ce nombre; il suffit pour le
voir de développer suivant les éléments de la rangée,

Comme le coefficient d’un élément est indépendant de sa ligne et de sa colonne,
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on voit que si pour la p*™ ligne

X . .
Apg = 27) 4 'I-j(’ﬂ :
al1 . e (1”2
ayy . Qun ayy ... Qyp
N =1 a2ty . alm) 4| g L 3
apl ..o apn
2278 e Qpyn 2% AR Apn
dnr --- Qupn

1l suffit de développer suivant la p'™¢ ligne. Analogue pour une colonne et exten-
sion facile.

On appelle déterminant adjoint dun déterminant donné D, celui qu'on forme
avec les coefficients des éléments de D, c’est-a-dire

! z‘\“ e "\‘1",

D=1 ... R
l -\nl —‘xun I

Si 'on prend dans D et D' deux rangées de méme numéro et qu'on fasse la somme

des produits d'éléments correspondants on trouve

A])]a/}l —'.("o . -"1[_ I\I)na;)n (ll'gHCS)
ou
Ajgig=+-..+ Angaug (colonnes),
c'est-a-dire D.
Avec deux rangées de numéros dilférents, il vient :

Apsam +...+Apuapy, (lignes petr)
ou
A1qals+...+ _'\nq a”_‘; (COIOHHCS q et S).

Or ce sont les développements suivant les éléments de la p*™ligne ou la ¢*
colonne du déterminant obtenu en remplacant, dans D, cette rangée par une autre
paraltléle {de numéro » ou s) du méme déterminant, De sorte que

: ; Aplar-l—‘—---'l"f\pnar'n:c' (p#=r),
(34) }
. 1\-1,7(1-13*%%...“7;\,1‘?(1”5:0 (g#s)-

On démontre que si D est d’ordre n, 'adjoint D' = D»—*; et, facilement, par la
théorie des équations linéaires, que si tous les éléments de D' ne sont pas nuls,
deux rangées paralléles en sont proportionnelles lorsque D = o (votr n® 18, fin).

17. On dit qu'un déterminant est symétrigue si ayq = agqp, c'est-a-dire si deux
éléments quelconques symétriques par rapport a la diagonale principale sont égaux.

Il est dit symétrigue gauche si a,q, =—a,,; les éléments de la diagonale
principale sont alors nuls.

On voit aisément qu'un déterminant symétrique gauche d’ordre impair est
nul, ses termes étant deux 4 deux opposés. Car en permutant lignes et colonnes
de méme rang, on obtient un déterminant qui se déduit de I'autre en multipliant
tous les termes par (— 1), donc tous les termes sont les produits par (——1)", c’est-
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a-dire —1, des anciens termes; comme d’autre part cette permutation ne doit pas
changer 'ensemble des termes, on conclut immédiatement.

Dans un tel déterminant les mineurs de deux éléments symétriques se déduisent
'un de l'autre en permutant lignes et colonnes et changeant les signes des élé-
ments; comme il y a un nombre pair de lignes, ces mineurs sont égaux, D'ou
Apg = Agp.

Le déterminant étant nul, les lignes de 1’adjoint D’ sont proportionnelles. Dong

1\3) A- [/ [N
X~ ., d'oi Apghap=(8pg)*= AppAgq.
Sgp 99

On en déduit :

(8,00 _(Apa) _ _ (Apn)?
Aq Ay Ann

et

Les €léments des lignes et des colonnes de D’ sont proportionnels a des mémes
nombres de carrés Ay, ..., A,

Passons aux déterminants symétriques gauches d’ordre pair; ce sount des
carrés parfaits de polyndmes par rapport a leurs éléments. Considérons en effet
un tel déterminant d’ordre n +1,

O -'2‘/'1 .‘2‘;‘2 [y x”_

— & 1 @42 adyy

D=| a2, | ax - Asp
(A)

— Tp | Iy Qnn

dans lequel l¢ mineur A du premier élément o est symétrique gauche d’ordre
impair n.

Développons suivant les éléments de la premiére ligne; les coefficients sont
egaux aux determinants déduits de A en remplacant la colonne correspondante de
méme rang ¢ par

on développera ces déterminants suivant ces colonnes et 1'on trouvera aisément

14 n
D - E E qu(ﬂpxq.
pP=1 q=I1

Admettons que le théoréme soit vrai pour n—1; de sorte que Ay, ..., Ay,
seront des carrés de polynomes en «a;;; multiplions ccs polynomes par des fac-
teurs =1, de sorte qu’'on obtienne des polynomes «,, ..., 2, proportionnels aux
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coefficients des éléments d’une ligne ou colonne de A. Il est alors immédiat que

(31.1.'1-&- 12$2+. . -+ 1nxn)2=2 Equxpxq= D,
P q

car 5
(2p)*= App,

Otp th —_ qu.
Cette derniére égalité est vraie en module puisque
App Ay =(Apy)?

et d’autce part la proportionnalité

Ip . *q

A ~p A bl

montre que le signe de xz,%,, s'il n'est pas nul, est celui de A, A, c'est-a-dire
de A,y

Si le théoréme est vrai pour n—1, il l'est donc pour n + 1 et comme il I'est
évidemment pour un déterminant du second ordre, il I'est pour un déterminant
d’ordre pair quelconque.

{8. Les déterminants ont leur principale application dans la théorie des sys-
témes d'équations linéaires, bien classique et dont nous allons rappeler les résul-
tats principaux.

Considérons un systéme de p équations a n inconnues :

(t||_ .T1+ al? .?Z‘-_;“+'. - -_|L"Cl-—l” .'17”: Z)i,

et le tableau des coefficients des inconnues

i dya Cin,

ft‘“] C'tpg .o (tl’)”:

dont on supposera que tous les éléments ne sont pas rnuls.

En prenant un méme nombre de lignes et colonnes et les éléments qui sont aux
intersections, on forme ainsi des déterminants et il y en a d¢ non nuls (au moins
un d'ordre 1). L'ordre le plus grand des ordres de ces derniers déterminants est
appelé rang du systéme. Il peut y avoir plusieurs de ces déterminants non nuls
d'ordre égal 4 ce rang. On en choisit un quelconque qu'on appellera délermi-
nant principal, les éguations fournissant ses lignes sont dites principales; et les
inconnues correspondant & ses colonnes, inconnues principales.

Cela posé: 1 Rang r = p <n, c'est--dire toutes les équations sont principales.
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Si toutes les inconnues sont principales (n = p), c’est-a-dire pour un systéme

an1$1+---+amzxn=bn;
avec
Ay .- @y
D=]... ... ... 120 (Cas de Cramer),

An1 v+ Qun

il'y a une solution unique, qu'on obtient d’ailleurs en multipliant respectivement
par Ayz; Ags, ..., Ay et ajoutant, ce qui donne, grice 4 (33)et(34),

D-Z'i: A'lfbl R Anibn-

S1 toutes les inconnues ne sont pas principales, c’'est-a-dire pour un svstéme

avec
l LAY e Mp

ap-l LI ctfpp

en supposant rangées au début les inconnues principales, il y a une infinité de
solutions. La solution générale s’obtient en laissant arbitraires les inconnues non
principales et résolvant par rapport aux autres.

2" Rang r < p; toutes les équations ne sont pas principales,
Rangeons au début inconnues et équations principales; dans le systéme

) Ty oo+ @) Ty _'T_'aln,-rn‘—bl-
Ay Ty —— ey Tt Ay = D,

W E . oa s s s oo * 4% V1 r e et s s m s e e 3
ﬂ!)iT] T I S T T T T O ‘:‘ (?’,;”.’I'”: !)p,

i .o &y,

considérons 1'équation non principale

g A L1 o Qpigpy &r-t oo+ Qragn&n= b,,.,.
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Le déterminant

ayy - Qg by
ar-l 2w arr br
Arya,t -0 Qraa,r briy

qu'on lui associe en bordant D convenablement, est dit caractéristique relatif a
cette équation.

Il n'y a de solutions que si tous les caractéristiques ( de toutes les équations non
principales) sont nuls et s’il en est ainsi, le systéme équivaut au systéme des équa-
tions principales.

Exemple : Considérons le systeme

p1 .. App

mais tel que tous les mineurs de D ne soient pas nuls. On pourra prendre I'un
d'eux comme déterminant principal et, pour que notre systéme de rang (n—1)
admette des solutions, il faut et suffit que le caractéristique relatif & I'équation
non principale soit nul, c’est-a-dire, si

i ce- @yn--

Ap—1,1 -+ Qu—g,n—

il n’v a qu'a rancer convenablement inconnues et équations) que
q

@y ... Fin— by

ou
Ajnb-]"'i— Aznb:+. R Annbn: 0,

Cas particulier des équations homogénes, c'est-a—-dire sans seconds mem-
bres (b; = o),

-----------------------

1l y a toujours au moins la solution o (1= 23=...= Zn = o) et le systéme est
toujours équivalent au systéme des équations principales.

Si r = n, ce systéme des équations principales admet autant d’inconnues que
d'équations et il y a une solution unique qui sera donc la solution o.

Si r<n, ce systéme des équations principales admet plus d'inconnues que
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d’équations et il y a une infinité de solutions qu'on obtient en donnant des valeurs
arbitraires aux inconnues non principales et résolvant ensuite par rapport aux
autres,

fitudions de facon approfondie le cas de n équations linéaires homogénes a
n tnconnues, vu 'usage important qu'on en fait dans ce chapitre

dyy &9-t+...9~ 2y Iy =0,

Si le rang est égal & n, c’est-a-dire si

I 420} . 420
l):; .. “ e . #(J)
l Ay - Qpp

il n'y a quela solution o.

S1 le rang est égal & n —1, ¢’est-d-dire si un mineur au moins de D est non nul
il y a une infinité de solutions constituées par des nombres arbitrairement pro-
portionnels a des nombres non tous nuls* En eflet :

Ecrivons les premiéres, les équations et inconnues principales. Le systéme
équivaut a

Ay A R ¢ SIS oF RIS S s S Xnp= 0,
e e b e e e e e e e .
(T R e A e =@y pn Ty = 0,
aj @ c- o ype
O = | «vu o e o Z 0,
Ap—1,0 -+ oo Qg n—1

dont la solution générale s’obtient en donnant 4 z,, une valeur arbitraire et résol-
vant par rapport aux autires inconnues, d'ou, en introduisant les coefficients
de a,, dans &,

re

La solution générale est donc donnée par

Ty — Xn— - o

L_im Ln__1 p

et le théoréme est démontré,
Ajoutons que les éléments d'une ligne quelconque du déterminant adjoint de D
constituent une solution, car

ﬂ'“ I&j-l_i_n + !+ a‘i;zAAj‘,)': 0,

quels que soient les entiers ¢ et j (pris dans 1, 2,..., n). Clest vrai si i3
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d'apres la formule (34). Si i =j le premier membre de la relation est égal a b
d’apres (33), donc a zéro.

Les lignes du déterminant adjoint sont donc proportionnelles.

D'oi la conséquence suivante, propricté utilisée plus haut, des déterminants
adjoints : Etant donné un déterminant D nul et & mineurs non tous nuls, les
éléments de deux rangées paraliéles de I'adjoint D' sont proportionnels.

Il ny a qu'a considérer le systéme d'équations linéaires, iomogénes dont le
déterminant de coefficients est justement ce déterminant D et l'on conclut a la
proportionnalité pour les lignes de D', Si 'on commenee par permuter lignes et
colonnes dans D, ce qui donne A, on conclut a la proportionnalité pour les lignes
de I'adjoint A" de A. Et comme D' et A" se déduisent I'un de 'autre par permuta-
tion des lignes et colonnes, on conclut a la proportionnalité pour les colonnes D".

19. Ajoutons quelques mots sur les formes lincéadres. On appelle forme linéaire
pour des variables zy, ..., 5 un polynome homogine et du premier degré par
rapport a I'ensemble des 7;

Sf=axr ...+ Lo,

Elle est dite nulle si tous les coefficients sont nuls; il en est ainsi si elle est
égale A zéro pour toutes les valeurs possibles des .r;.

On dit que p formes linéaires aux n variables .y, ..., x, sont tndeépendantes
si Fon peut trouver des valeurs a attribuer aux variables pour lesquelles ces
p formes prennent des valeurs arbitrairement choisies, autrement dit si le systeme

flle: fp-_—::‘p

admet une solution quels que soient les ;. On démontre qu'une condition néces-
saire et suffisante d'indépendance est que le rang du tableau des coefficients des
inconnues soit juste ¢gal an nombre p des formes. S'il y a n formes (autant que
dincounues), cette condition est que le déterminant des coelficients desinconnucs
soit diflérent de zéro.

Une autre condition nécessaire el suffisante (qui justifie la dénomination) est
qu'il n’existe pas de combinaison linéaire homogéne A, fi +... -+ %, f, & coeffi-
cicnts A; non tous nuls, qui soitidentiquement nulle {nulle quels que snient les r}).




CHAPITRE I

ETUDE DE LA COEXISTENCE DE n ESPECES AVEC DES 1IIYPOTHESES
PLUS LARGES. — SYSTEMES CONSERVATIFS ET DISSIPATIFS,

1. Premiére extension. — On fait dépendre du nombre de ses individus le coeffi-
cient d’accroissement de chaque espéce vivant seule (en conservant I’bypothése
des équivalents). — 1. Noavelles équations dillérentielles. — 2. Premicres con-
séquences. — 3. Cas de possibilité d’'un état stationnaire : il y a alors un état
limite qui cst celui-la. — 4. Role d’amortissement d'une certaine forme quadra-
tique. — 3. Petites variations. — 6. Cas d'impossibilité d’un état stationnaire.
— 7. Extension aux hypothéses précises adoptées dans 1. — 8. Reprise de
I’étude du cas de trois espéces examiné au Chapitre 11.

II. Théorie beaucoup plus générale. — On prend pour expression de RECAL

Ne¢ de

une fonction linéaire quelconque de N;. Extension des résultats précédents. —
9. lquations différentielles. — 10. Hypotheése de l'existence d’une forme qua-
dratique définie positive jouant le role de celle du paragraphe [ et entrainant
la résolubilité du systéwe de 1'état stationnaire. — 11. Cas ot toutes les racines
de ce systéme sont positives et petites variations. Autres cas,

1[I. Associations conservatives et dissipatives : 12. Systémes oconservatifs.
Définition et conditions caraciéristiques. Ce sont ceux étudiés an Chapitre 11
(§ 11, 111, IV). — 13, Théorémes sur la valeur d’une association conservative.
— 14, Systémes dissipatifs. Définition et recherche de conditions caractéris-
tiques, Ce sont ceux étudiés dans les denx paragraphes précédents, — 15, Pro-
priétés de la valeur d’une association dissipative. — 16. Perturbation dans un
systéme variant au voisinage d'un état d’équilibre stable par Papport d'indi-
vidus, en petits nombres, d'espéces nouvelles. — 17. Applications de cette
derniére étude. — 18. Nouvelle extension des hypothéses fondamentales.

IV. Introduction de Uhypothése de variation des condilions extérieures :
19. Dans le cas de petites variations. Superposition des variations propres et
des fluctuations dues A des causes externes périodiques.

Note mathématique : 20. Sur les formes quadratiques.

I. — PREMIERE EXTENSION DES HYPOTHESES.

On prendra comme coefficient d’accroissement de chagque espéce
vivant seule une fonction linéaire décroissante de son N (on conserve
Uhypothése générale des équivalents).
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/

1. On a déja rencontré plusieurs fois ce résultat théorique du déve-
loppement indéfini au dela de toute limite d'une espéce d’une asso-
ciation biologique; comme on I'a dit, cela ne peut avoir de signification
réclle. On comprend que nos rasonnements aient pu nous condutre a
un tel résultat; ils supposent, en effet, que le coefficient d’accroissement
I dN

T de cette espéce est

une constante, en particulier, indépendante de N. Or, la réalité n’est
ainsi approchée que s1, dans le domame délimité d’existence des étres
étudiés, 'espéce n’est pas trop nombreuse. Les raisonnements cessent
d’étre valables quand les N deviennent trés grands.

Il y a donc lieu de modifier nos hypothéses; lorsqu’une espéce vit
seule, au lieu de prendre pour équation différentielle de sa variation

de chaque espéce vivant seule, c’est-a-dire le

.(_i{‘; =N (d’ott N = Nj et/(—4)
[4

qui ne saurait étre valable quand N devient trés grand, on prendra pour
un domaine délimité

dN
—_ = (E

7 ANON (4, comstante positive),
¢

qui s’approchera davantage de la réalit¢ et pourra éire conservée pour
toutes les valeurs de N,
L'intégration donne aisément

¢ et

N=K —=

de limite %- pourt = —+wsi& > o. N ne tend plus vers +co quand e > o.

Considérons mainlenant, dans un milien délimité donné, n espéces
coexistantes ayant des actions réciproques et comme seule modification
aux raisonnements du n® 2 (Chap. Il), qui conduisent, avec I’hypothése
des équivalents pour le cas général, aux ¢équations différentielles (3)
du Chapitre Il, remplagons les coefficients d’accroissements &, par des

fonctions linéaires
(e Ny (>0

On obtient les équations fondamentales

n
. .. N, . < - . .
(1) 3, — = E?‘.jf‘_"f'njf'N""l‘_'E as, Ny PN, (@sp==—ars).
et §
L
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/

En posant a,, = A3, au lieu de @, = o, elles s’écriront

n

N, ‘ :
(2) (- dt, == EJ':'(jr"""z ars Ng Ny
3
1
avec
tre =y (r 5 8,
Qpp > 0,

2. Faisons une étude analogue & celle du chapitre précédent pour
tout systeme de solutions > o dans (ty, 4+-<) : on verra d’abord de la
méme fagon que si tous les g sont négalfs, les espéces s’épuisent
toutes, et que si un seul g; est positif, elles ne peuvent toutes s’épuiser;
enfin, que si tous les ¢ sont nuls, les N; restent bornés. Ces résultats
s'interprétent immédiatement si 'on remarque que les ); devant natu-
rellement étre trés petits, les &; représentent sensiblement les coeffi-
cients d'accroissement quand les espéces sont peu nombreuses.

I1 est intéressant de constater que, grdce aux nouvelles équations qui
sont valables méme pour de grandes valeurs des N, dans toute solution
du systéme (1) correspondant & des valeurs initiales N? > o, les fonc-
tions composantes N, supposées continues dans (¢, -~ ), donc > o (*)
sont telles qu'aucune ne peut rester, a partir d’un certain temps, supé-
rieure & un nombre pris assez grand. En effet, d’apreés (1),

mn

n
X, b G =, bl 2NN,
1

1

Soit m, le maximum, qui est 2> o, du binome ¢,8,N, — 8,4, N2, puis v,
tel que N, > v, entraine

nt
Er::j,-Nr_ B"}"‘N}‘? <— E nl‘.;_— -q (-rl > O).
3
1

(1) Les fonctions constituant une solution sont analytiques, c est--dire développables
en séric entiére de ¢ — ¢, au voisinage de chaque valeur ¢, de ¢ de leur intervalle d’exis-
1ence et continuité {cela résulte de la forme des équations), Si une fonction s’annule
en un point de cet intervalle, toutes ses dérivées successives seront nulles pour cette
valeur de ¢, comme cela résulte des dérivations successives de

ax,
di

= o(t)N,

et par suile la fonction serait nulle au voisinage. On en déduit qu’elle serait nulle dans
tout Uintervalle de continuité.

Donc, en supposant N'>o, si N? = o, toujours N,=o; si N!> o, toujours N,> o,
ce qui est plus général que dans le texte,
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Alors il est immédiat que si I'un des N,, soit N;, dépassev;, on aura, ace

moment,
]
AN,
20T <
1

Si done, ce N; restait supérieur a v; & partir de ¢,, on aurait, a partir de
cet wnstant,

n
E 3rNr<—mnt + const,
1 '
et le premier membre finirait par 8tre négatif, ce qui est impossible.

3. Pour faire une étude plus compléte, introduisons les équations
de ’¢tat stationnaire

n
(3) "r.sr':'z ars Ny (r=1,2,...,n)
" s
et son déterminant, qui est le « déterminant fondamental » du sys-
téme (2),
@)y Apa ... yp
D=
@ny Qny ... Qg

Il n’est pas nul, sinon les E @.;N; s'annuleraient pour des valeurs
§
1

non toutes nulles attribuées aux N;, puisque le systéme d’équations
homogénes

2 arsNg=10 (r=1,2,..., n)
E)

serait de rang inférieur au nombre des inconnues. Alors

n n

n
Z 2 272 N; N, -—"‘-Z 2 rs NrNs = a.*"rN:"3
r s r
r 5 1

1 1

devrait s’annuler pour des valeurs non toutes nulles des N,, ce qui est
impossible puisque tous les a,, sont positfs.

Les équations (3) admettront donc une solution unique ¢, ... ¢n.
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Supposons fous ces g; > o, Le systéme (2) pourra s'écrire

n
AN, |
ﬁ" (ft ::Zs(q.?"“—' Ns)a,-sN,- {" :I’ 2) ceey fl')
1

N,
ou, en posant 7, — q—’ )

IE

(‘i) 8 dn? = ”rz qaa:s(l_nc)

Comme dans le Chapitre II (n° 4), on pourra former pour toute solu-
tion de fonctions positives

dn, dlogn,
Y brar (G- o)

»

par le méme procédé, mais on Vobtiendra plus vite en déduisant

de (4)

n
1—n, dn
gr Br n - - :2 Grs(1—ns) (1— 1) qr gy,
r 5
i
puis
1— 1, dn
Z Qrﬁr s _r —-2 2 a:s‘]r?s(l_nr)(l_ns
:Z arrq;}%(l-"— n‘r)g,
r

d’ou 1

n f

2 gr I.er( l{}g n,- —_— ’l?-) = f Z a,-r q? (I h— n;-)2 dt "'+"' Const.
r fo r

1 1

ou
! n
en\ 713 eMa\ ¥n n —;[‘ z rr gt —np)tdt
(5) —_— « —_— - C e tO 1 )
43 Ny,

qui remplace I'intégrale premiére (10) du Chapitre II.

Le second membre décroit, donc reste inférieur a C. On en déduit,
en raisonnant comme au n° 3 (Chap. II), l'existence d’une solution
mathématique relative & des valeurs initiales positives el formées de n;
compris entre deux nombres > o délimitant un intervalle contenant 1.
On en conclut que si un état stationnaire est vossible avec toutes les
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espéces, il est stable, et que les espéces subsisteront avec des varia-
tiorns bornées.

On peut aller plus loin : au lieu de fluctuations ron amorties (pour
'une au moins (Chap. I, n** 7 et 14), il y a un état limite qur est
l'état stationnaire.

Montrons que I'équation (5) impose que tous les n, tendent vers 1.

. r - » z -
Le premier membre est supérieur ou égal a e7 1 puisque

ex ) .
—2e (&> 0).
7 =

Le second membre qui décroit ne peut donc tendre vers zéro. Donc,

;"
f Z Appr gt (1— np )2 dt
e ° r

qui croit reste borné. Si tous les n, ne tendaient pas vers 1, I'un, n;, ne
tendrait pas vers 1 et 'on pourrait trouver ¢ > o tel que {n;-—1|>¢
pour des instants postérieurs a tout instant aussi éloigné qu’on veut.

Mais, remarquons que, d'aprés (4), puisque les n, sont bornés,
dn;

—— | est borné, de sorte que si|n,—- 1] >>¢ a un certain moment 7, on

aura |n;—1| > -E; pendant un intervalle (r—mn, T-4), n €étant indé-

pendant de T (si M est une limite supérieure de

dn,- .
T(T' fournie par (4),
on pourra prendre n = Ti—l)'

On pourra trouver une infinité d’instants : &4, 8o, ...y tny ..., 12
distance de deux consécutifs surpassant 27, et en lesquels | n;—1{>e.
Mais alors

[

(B 9
\q f, E- ’ N
[ E Arrqi (1—ne2dt > a;q? Z(n—2)2-q
r

iy
! 1

en considérant les intervalles (£, —n, a3+ 7, oo oy (Laey — Ny tu—s M),

et les parl;ies de l’intégrale qu’ils fournissent toutes supérieures a
]
aE

a”qt —!l— 27,

fa
Donce, f tend vers 4- woavec n et {,, ce qui estincompatible avec le
14

(]
t

résultat trouvé que f est une fonction croissante de ¢ qui reste bornée
fy

quand ¢ tend vers -+ . La contradiction ainsi obtenue impose bien que
tous les n; doivent tendre vers 1.
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Le cas qui wient d'étre étudié, cas oir un état stationnaire est
possible, est le plus général dans lequel les espéces subsistent avec
des variations bornées (sous les hypothéses du n° 1).

Car, lorsqu’il en est ainsi, l'intégration des équations (2) fournit le
systéme
| S N, , % I g
— 3 ]Og - G — Ay f N; dt,
t—t 0 2(,. t—ty ./, ‘
0

H
qui admet une solution unique pour les ! N, dt.
v 2 f

R

On en déduit, comme au n° 8 (Chap. II), que ces quantités ont des
Limites (existence de moyennes asymplotiques) qui sont les racines du
systéme de I'état stationnaire.

¢

|/ N:dt, qui sont comprises entre
0 ‘o

les bornes des N; sont donc positives. C’est le cas précédent.

Les g; limites des quantités

4. Ainsi, Phypothése d’actions diminuant les coefficients d’accrois-
sement et qu'on a traduit par U'introduction des — A, N;, ou la condition
@,y >> 0, enlraine la disparition de fluctuations non amorties. Ces
actions agissent comme en mécanique le frottement qui amortit les
oscillations autour d’un état stable (en les remplagant par des oscil-
lations amorties, ou méme dans certains cas aprés quelques-unes par un
retour direct (') a I'état stable).

Des équations fondamentales

n
, N, ;
f. ¥
12 It — 1 &r ler'_ E @rsNs | Ny
at 5
“ 1

on déduit

rt

7 : .
43 )-Sunne Y B
r Y

1 I

S1, a partir d’un certain moment, les causes constantes de variation
disparaissent, ¢’est-a-dire si tous les e deviennent et restent nuls, la forme
quadratique en les N,

n b1
LS L))
( h) E 2y Nr Ns —_— E Q- NF
r )
1 1 "

(1) C'est-a-dire sans traverser I'état limite qui est I'état stable.
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mesure la rapidité de décroissance de ZQ,NH qui représcnte la
r
« valeur » de l'association biologique (Chap. 11, n® 2).
Elle caractérise le froltement interne qui tend a amoindrir la valeur
de l'association biologique et pmduit I'amortissement ct peut-éire la
suppression des fluctuations.

5. La facon dont 'état limite est atteint est précisée par l'étude du
cas de petites variations au voisinage de l'état stationnaire.
Dans les équations (4),

n

,dn, ~ )

.jf'Tf—t— = p 2 sq.sarsu—'“s);
1

posons 7, =1+ v, et négligeons les produits de deux v;.
Il vient le systéme linéaire homogéne a coefficients constants

N

. AT - ‘ .
(7) by = 2y U s s (r=1,2, ..., n)
1

Pour intégrer, cherchons des solutions de la forme

‘l‘l — J\l {3'7‘15 . ony ‘J“ pa— f\nert

(A;, x constantes réelles ou non; A;, non tous nuls).
La substitution donne

[£3
(8) MBw ==Y quand,  (r=1, )
1 &

d'ou la condition nécessaire (puisque les A;ne doivent pas étre tous
nuls) que le déterminant de ce systéme en les A; soit nul,

ay qi+3% anngs cer Qinqn
I,
21 J1 Aag Qo+ 02X ... Qan{n
(9) — 6
L4 N IR Qundn I
ou
f,
3
@y, +- — & (42T C 1239
d1
3,
Lay Lag -+ — X P asy
q: =0
Bn
a“-l ---------- o (t”n_"— - x
n
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A toute racine x, correspond une solution de la forme considérée, de
sorte qu’en laissant de c¢dté le cas infiniment peu probable ot il y aurait
des racines multiples, on pourra trouver n solutions

Or, les racines x; sont telles que la partie réelle de chacune cst
négative.

Soicnt en effet @ +- b7 une racine, {A,) une solution correspondante
de (8); a @ — b, racine conjuguée, correspondra (A’) formée des
nombres conjugués. Ainsi,

1
A 8@+ bi) _-—E rs qsAs,
3
1

n
. - !
A;.ijr(a——bl) = = E a}‘.s"?.s'As)
5
1

d’on
, ) / !
(a‘ -+ bi )Z A!‘ A." 3?‘?1 == _Z 2 Qs j\_; A rdrds,
Fad r £
(a0 — 65)2 AA B,.g,.:—E 2 ars Ay AL grgs
r r 5
et

& ‘g N\ 5 ' "
zaz | A, ‘2'.5,.51,.:—-2 2‘ (ars—+ asr )As AL q,rq,= -——Z 20, Ay j2g7 <o,
" I b r

d’ou a <7 o.

5’1l y a des racines imaginaires, on rapprochera deux a deux les con-
juguées, et les solutions correspondanles

A-l elabilt A , elat ."n‘}.t’
AJI ein--bijt M\:“ elu~biye

(Aj conjugué de A;),

d’ot, par addition ou soustraction suivie d’'une multiplication par ¢, les

solutions
e[ (Ay+ A)) cosbt + {(A,— A')ysinde], ...,

6(”[(:\1—1\")1:00556—- (A, -+ A’,)sinbt], e

dont les coeflicients sont réels.
La solution générale s'obtient, comme on sait, d’aprés la théorie des
systémes différentiels linéaires, en combinanlt linéairement les n solu-
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tions particu]iéres fournies et par les racines réelles «,, ..., a, et par

les 00uples de racines imaginaires conjuguées : a, == 1h,, ..., qp,xib,

f = CiyleXd+. . .+ C.y{e¥!
+[(Kypl+— K\ol)cosh; t + (K, 7] — K pl)sind, t] e

+ [ (K, o+ Kyaf)cosb,t — (K, o — Ky, o) sinbp 2] e%!,
Y — Cj.‘rli (311"—%—. .o C?‘Tfj ea"t

(10 , , . p
o) i [(Kyob+ Kiad)ecosb  t + (K, o) — K/ pl)sinb, ¢] eM!

....................................................

........................................................

Les crochets peuvent étre écrits un peu différemment, sous la forme

Hcos(b;t+ ),

H et ¢ constantes remplagant K;, K. On voit que si toutes les racines
sont réelles, aucun N; n'aura de fluctuations indéfiniment, tandis que
s'il y a des racines imaginaires, la présence des fonctions circulaires
imposera des fluctuations au dela de tout instant. On voit le réle d’amor-
tissement des exponentielles a exposant négatif.

6. Quand les racines ¢; ne sont pas toutes positives, écartons le

cas ou certaines seraient nulles et posons n, =: . le systéme diffé-

| gr |

n
dn, _ | g5 |
S R
1

et le calcul du n° 3 conduit de la méme fagon a

0B R (LAY
(11) n(iel_g?l"m)ﬁ!=(lef q( r )dc

rentiel s’écrit alors

Supposons qu’il y ait une racine négative au moins ¢t considérons
une solution du systéme différentiel formé de fonctions continues dans
(to, -+ ), partant de valeurs initiales positives et, par conséquent, tou-
jours positives. Si ¢, est cette racine négative,

l?r‘

ny=I1-+ n,>1,
qr

I — -
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d’ou
| -
qr

2
a, rq; (1 —_ n,.) > arrq3,

de sorte que le second membre de (11) tend vers zéro quand ¢ tend

( | 7| nﬁ)ﬁr?r
e Ir
7,
sont, si ¢, > 0, supérieures ou égales a eP7", le produit
et ﬁr((r'
115
étendu aux ¢, négatifs doit tendre vers zéro; donc, aussi le produit

Hngrlqu

étendu aux indices des racines négatives puisque

vers —++ oo.
Comme les quantilés

(e_nr):?‘?"?r — (_gnn-)g;-l 7+ | e

Done, s’il y a une seule racine négauve, le n, correspondant doit
tendre vers zéro.

Sl Yy €n a un nombre k& et s1 '19({) désigne le produitl n?.'"’?”' étendu

a ces racines et tendant vers zéro, on peut seulement dire que l'un au
1
moins des n, correspondants est inférieur a [9(1)]%*7, on

0< 3By, 0T g <iqr]

pour tous les indices r des racines négatives.
Cela résulte de I'inégalité

[T <0

Ajoutons que st M est la borne inférieure de

n

0 13
E [ QrrGgr Ly
-

1

our des valeurs des variables x, dont ’'une au moins est > 1
p y

‘ I
- 2
D> a,.,.q,%(x——qd nr) de > M(¢— ty),
tﬂ 1 r gr
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d’ou
¢ (1) < Ge M=t

On ne peut rien dire de plus,

Concluons donc que, s'il y a une seule racine négative, Uespéce
correspondante doit s'épuiser. Et s'tl y en a plusieurs lune au
moins des espéces correspondantes doit s’épuiser de facon réguliére
ou non. Car si les plus petites limites pour ¢ == - oo des n, corres-
pondants étaicnt toules >> o, ¢ () ne saurait tendre vers zéro.

7. On a supposé plus haut (n° 1) }, > o, c'est-d-dire @, > 0.1l y a
quelque intérét & voir comment il faut modifier légérement nos raison-
nements mathématiques s1 I'on remplace cctte hypothése par «,.2o0.

D’abord, dans la derniére proposition du n® 2, siles N, d’indices
pour lesquels a,, = o sont bornés, aucun des aulres ne peut rester a
partir d'un cerlain temps supérieur a un nombre choisi assez grand.

Ensuite, le déterminant 1D du n° 3 n’est pas nul si 'un des a,,,
SOlt akx, est >0 et si le tableau déduit par suppression de la colonne
de cet axx est de rang n — 1; sinon on pourrait donner a N; une valeur
arbitraire non nulle et résoudre

{3

E arsNsg= 0
5

1

par rapport aux autres N; (*). Il s’ensuivrait que

I

E ArrN?
,

1

serait nulle pour ces valeurs des N, ce qui est incompatible avec
agr > 0, Nix £ 0. Aussi, s1 tous les a,- ne sont pas nuls, en négligeant le
cas infimmment peu probable ou les a;; satisferaient a I'une de certaines
relations d’égalité, D n’est pasnul. Nous nous placerons dans ce cas.
Reprenant le n° 3, on voit, sans avoir rien a modifier aux rasonne-
ments, que si un état stationnaire est possible, toutes les espéces sub-
sistent avec des variations bornées et réciproquement; dec plus, s'il y
a un état limite pour toutes les espéces, c’est nécessaircment ['état
stationnatre : car les limites doivent étre ¢gales aux moyennes asymp-

(') Ce systéme aux inconnues N,, ..., N, ,, N, ., ..., N, serait de rang n —1 et le
déterminant caracléristique de I'équation non principale serait justement D.
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totiques qui existent et sont égales aux racines de l'état stationnaire,
puisque les fluctuations sont bornées et que D #0; on peut ajouler
pour les N; d'indice ¢ tel que a; 320 et seulement pour ceux-la,
qu’ils tendent vers les vaieurs de I'état stationnaire. En ce qui concerne
les petites variations les mémes raisonnements montrent que les racines
de (9) ont une partie réelle négative ou nulle, et cette nullité pos-
sible explique gue certains N; puissent ne pas avoir de limite. Enfin,
le n® 6, repris avec 'hypothése a,-20, élablit seulement, lorsqu’il
y a une racine négative a P'épuisement de Vespéce correspondante
d'indice 7, pourvu que a;7 0. S'll y a plusieurs racines négatives, on
ne pourra faire 'extension analogue que sil'un des a;; correspondant

est £ o,

8. Reprenons ['étude du cas de trois espéces cxaminé au chapitre
précédent (n° 15).

a. Nous avions laissé de cdté le cas azBsa — o, 3, b > o, parce qu’on
était conduil a des valeurs non bornées pour Nj, pour lesquelles les
équations différentielles ne pourraient plus correspondre a la réalité.
Introduisons un terme — AN, pour que les équations restent valables
pour de grandes valeurs de N, et étudions donc le probléme avec le nou-
veau systéme

(N, )
5, O = o By aNg Ny,
(ZNQ . .
(12) B?‘?F"“(_"aﬁ:““NH_bN**)M’
dN, o] 3
30 = (s By— 2Ny — NN,

“(a, b, %y, %s, %3, A constantes > 0),

qni, comme le systéme (29), Chapitre II, admet pour des valeurs ini-
tiales > o une solution continue positive dans ( ¢y, -+ ).

b. Tout d’abord, au liea de la formule (30), Chapitre 11, on obtient

(o, B a—a, 3, b t—ah | N,
N8N o e
1 3

On peut voir encore que la fonction Ny ne pent rester, a partir d'un
. e, . 2 5 G [30
certain moment, inférieure a K < —:‘{ii‘ Mbp-

la seconde équation, N, devrait lendre vers zéro et, & partir d’un certain

< Sinon, en effet, d’apres
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AR
\I — serait supérieur & un nombre positif) de sorte que N,
ne resterait pas borné.

D’aprés cela, 'espéce N3 ne saurait s’épuiser (').

Dans le cas ayBya — a3, b < 0, on voit que N‘ft”NE*“ tend vers zéro.
On en conclut que la premiére espéce s’épuise d’une facon réguliére
ou non reguliere (?).

Sinon a partir d'un certain temps N, resierait supérieur & un
nombre >> o0 et comme N**NP:¢ tend vers zéro, N, devrait tendre vers

moment, B;

zéro, ce qui n’est pas.
¢. Occupons-nous maintenant du cas non étudié de
23— 25,0 > o,

Les racines des équations de 1’état stationnaire s’obtiennent immédia-
tement dans 'ordre ¢,, ¢, g,

b(aa3fﬂﬂ——-ba’.1 ﬁ,)—ala,ﬁ:
}

71= a?
_ 2y 3y > 0
fy == a )
g3 = “3‘333*: 2, 3,0 ~ o,

a

a. S1b(axsB; — ba,B,) —akayB; > o) assez petit), les trois racines
sont positives; donc, 1l y auradesvariations bornées pour les trois espéces
et N; tendra vers g;. On en déduit par la formule des accroissements
finis appliquée & une suite d'intervalles consécutifs égaux, que pour une

3
— tend

vers zéro et d’aprés la troisiéme équation N, vers ¢,. Ne prenons les

suite d’instants appartenant respectivement a ces intervalles,

instants précédents que de deux en deux de fagon i avoir une suite telle
que l'intervalle de deux instants consécutifs soit supérieur i une quan-
tité fixe positive. On déduira par le méme théoréme des accroissements

. . . dN,
finis une nouvelle suite d'instants tendant vers +- oo, pour laquelle %—

tendra vers zéro et d’aprés la seconde équation N, vers g,. Comme dans

(') Comme dans la premiere étude du cas de trois espéces, N, ne saurait rester A

Haa

partir d’'un certain moment supérieure 3 un nombre plus grand que 222

(*) Ajoutons que, comme dans la premiére étude, N, ne saurait rester supérieure, 2

zﬁ_

partir d’un certain moment, 2 un nombre plus grand que
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la suite 1nitiale d’intervalles. la longueur commune peut étre prise arbi-
’ g p P

trairement petite, on voit que dans tout intervalle de longueur donnée n
dN,
dt

au moins un point ou la différence avec le nombre corres-

on peut trouver séparément, pour chacune des fonctions N, N,,
dN, dN,
dt ' Tdt
pondant g,,q, ou o soit en module inférieur a¢ donné 4 'avance dés que
I'intervalle est postérieur a un instant T qu’on peut fixer dés que l'on

connait n et ¢.

N . L AN, dN, dN,
On peut ajouter que si I'une des quanuités N,, N,, el i

a une limite, toutes tendront respeclivement vers ¢y, g, et o. Par
exemple, s1 N, a une limite, ce ne peut étre que ¢,. Mais alors, d’aprés

. . dN, . . .
la scconde équation, s tendra vers zéro; or, pour une suite d’instants
séparés par des intervalles de longueurs bornées, N, tend vers ¢, ; done,

AN, | , . .
—— | étant borné, N, tendra vers ¢; quand ¢ — -+ o. On voit ensuite

dt
» F 1" ({Nﬂl dN:; . o
immédiatement que ——- et —— tendronil vers zéro. Cette remarque
dt dt
permet de conclure en particulier que si l'une des espéces (1) et (2)

a une limite, le systéme tendra vers U'état stationnaire (q,, ¢, qs).

B. Si b(aasBy — boyfy) — ahoyBy <o (\ assez grand), il y a denx
racines positives g, ¢; et une négative ¢,. La théorie générale ne
permet pas de conclure a I'épuisement de la premiére espéce. Mais il
est aisé de voir que la fonction N, ne peut rester a partir d'un certain
moment supérieur & un nombre positf fixe arbitrairement choisi.

Remarquons d’abord que N, ne peut tendre vers ¢,. Sinon, on trou-
verait, en raisonnant comme plus haut, une suite d’instants (séparés par
des intervalles de longueurs supérieures a un nombre positif), pour

N : . Ly
laquelle d—t:" tendrait vers zéro, et par suite, N, vers ¢.; on en déduirait

) ) . dN, . .
une nouvelle suite d'instants ou — tendrait vers zéro, et par suite, N
dt » €4 P P

vers ¢;. Et comme g, <C 0, cette conséquence est absurde.
Reprenons alors les nolations

N, N, N,
Pk " . 73

et la formule (11) du n°® 6 dans notre cas de trois espéces,

—

t
7, 13 q n 7 '_f "‘5:'734_?13?2(“
(rny e’“).ﬁilqzi(if) ﬂ ’(e a)ﬁa =Ce

~
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Si n,>w> o0, il en résulterait que n,, ne, ny seraient bornées, et

par suite, les dérivées. Mais alors

adN. ;
Jl étant borné et n; ne tendant pas

vers 1, f (1 — n3)*d¢ tendra vers oo (voir le raisonncment fin du

n’ 3), et le second membre de I'équation précédente tendra vers zéro,
tandis que d’aprés I'hypothése, n,.>w, le premicr membre resterait

supérieur a
{ (?w"\ﬁﬁ"/l: (232‘7‘2"‘33{7.1 0,

La contradiction prouve 'absurdité de I'hypothése ny > w.

Par conséquent, pour une suite d'instants tendant vers + co, N, tendra
vers zéro, c’est-a-dire que la premiére espéce doit s'épuiser de fagon
reguliére ou NoON.

d. Placons-nous dans le cas ou la prenmiére espéce s'épuise (de fagon
réguliére, comme il est sous-entendu lorsqu’on ne précise pas) et
étudions cc que deviennent les autres espéces. En négligeant a4 partir
d’'un certain moment la premiére, leur évolution future correspondra
aux varialions des intégrales du svstéme

o] dNZ T

N

II. f dN" ; } - - T v
Y = (%3 33— '\I\;z—bl\z)?\z

dont les équations de l'état stationnaire fournissent, pour les deux
q y P

especes,
’ by 33—“ lx:‘:jz ' 33;3

gu= X ’ 9s= —3 > o,

Ly

a. S1 boyBy — doa By > 0, les deux racines sont positives; comme
dans (¢, @), on verra que N; lend vers ¢, que pour des suites conve-
nables d'instants tendant vers +4-c, N, tend vers g,. En particulier,
on retrouve ce résultat que, s'tl ¥ a un état limite, c’est l'état sta-
tionnaire (., 4, ).

B. Sibazfy — rayB, < 0, on conclurait en raisonnant comme dans 3
de (c), que la seconde espéce s'épuise d'une facon réguliére ou non.

e. En négligeant le cas d’égalité et supposant que toutes les espéces
aient des c¢tats limites nuls ou non, on obtiendra facilement les con-
clusions suivantes :

Sid< ——L‘ les deuxiéme et troisiéme espéces subsistent (limites

'}J'I
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ary 3 —bx

Oﬂzﬁz

- sera positif

.. - . 7
positives). La premiére subsistera lorsque -
et supérieur & 2, sinon elle s’épuisera;

: by By

17 o~

S1 2 > 9“_&3

subsistera.

s les deux premiéres espéces disparaitront ct la troisiéme

Suivant la grandeur de 2, la troisiéme espéce pourra ou non nourrir
la seconde espéce, et la premiére au travers de la seconde.

f. Comment les limites sont-elles atteintes?

Quand les deux premiéres espéces s’épuisent, la troisiéme tend vers
sa limite en restant d'un méme c6té ('), nous dirons sans {luctuations
indéfinies autour de sa limite.

Quand la premiére espéce s’épuise scule

b ax,3.— bz . ba, 3
(cas de — 3 [ — Py < k<L --~——-‘g ?) 3

& 12 |Jl £ XN n

- -

négligeons-la a partir d’'un certain moment et étudions les deux autres
supposées seules dans la suite.

Employons ensuite le procédé classique de 1'étude des petites flue-
tuations, pour celles des deux espéces (2) et (3) au voisinage de I'état
limite.

L’équation (g). appliquée a ce cas, donne

i3
l 2 x - b
(14) 72 5 =0
+b W+ g
i)
ou
s By 6,
L S NG Sy
23 2
de discriminant
3a .\ 2 3
A= ( A) o Pr
'L EL'E

du signe de

on

?

('} Ce qui est rigoureusement vrai sans négliger les deux premiéres espéces a partir
N,

dt

d’un certain moment. Cela résulte de ce que < o quand N, passe par sa valeur

limite.
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c’est-a-dire de

<,
—
>4
i
Q2
i
-~
(SN
p-
=3
_|_
e
=

[
ey

(=)

(=l

'\_J
——

1]

o)
w0
S

Pl
{
W
1%
e

S1 %/, 1" sont les racines de ce trinome f(2),

A NPRY b x4 3
no <0< <A2—I,j—_-
2 49
Comme
b ax B3, —ba B
3173 ! o : . ,
- — - {CIA;;U;‘—Z)Ii 1 2"'—'461,()121131 3
f(a ag{jg Cl'!xg[ i |3) ] 3.]

peut étre positif ou négatif,

b (1 Xy ;33— 1)11 31
(41

4
X 42

peut étre inférieur ou supérieur a la racine 2",

Dans le premier cas, si

0
5 é axy3;— boy 3 < <A,

f
a %22

\

’équation (14) aura un discriminant négatif et ses racines imaginaires;
donc fluctuations indéfinies autour des limites; s1

racines réelles et pas de fluctuations au dela d’un certain moment.

Dans le second cas, ou

b axypy— bz, . boa 3q
<< L —

52 o :jz
I'équation (14) a ses racines réelles et il n'y a pas de fluctuations indé-
finies.

Enfin, considérons le cas oa les trois espéces subsistent et tendent
vers des états limites, et pour lequel

b ax3By—bay By

a a2 pz

oL AL
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L’étude des petites variations repose sur l'équation

[
i?1
L —n 0
41 ;
-~ )z
(15) a — b = 0,
q- .
- IJ:-
o £ Ao oy
q:

ou
Bi3a2¥(hgs+ 532) + 0231 aqux + atquge(h g+ ) = o.

On en trouve les racines réelles en prenant 'intersection de la courbe
p

oLy ':33—‘ d {31 b

¥ = B1Baa2 0 gat far) = - o)

£/

indépendante de A, avec la droite

-:y- :_62 31‘]2?33‘“—‘0291(]3(}\93% gax)
= a, {ﬂl [agﬁg 33—-—'— Z) (ﬂl;; .Jif—bxlj)i) ([):3]+ G'S';)]m

a? }\.

(a13133—1-1 310)[[)([523?)3-——‘611 {ﬁi)—a;sa:{jg].

La courbe est tracée ci-dessous. Il s’agit de voir comment varie la

Fig. 2.

1 : J . b axBy—ba
droite quand A parcourt son intervalle de variation deo a - ! @:; 3 1B,
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Son point d’intersection avec Oy va de — c0 a 0 et sa pente varie de —
f]. — be'ﬁ?agﬁg.
On voit done qu’il y a d’abord un seul point réel d’ intersection de la

droite et de la courbe, puis trois quand 4 dépasse une valeur 2, assez
aCIng-—- ba, B1 .
3‘:@:

Donc, s1 0 <% <k, les petites variations s’obtiennent en sommant,
pour N, Ny, N;, un terme & exponentielle décroissante et une fonction
pseudo-périodique s’amortissant; si

. . b
volsine de -

o
h am;]?bg-'—bﬂi ijl
- I

(24 Ze !jq

- o=

o < h <

’

il n'y a plus de fluctuations indéfinies,

Aansi est précisé le rdle d’amortissement du Jacteur i, qu'on a
introduit seul, pour simplifier et pour lequel on peut faire, de la fagon
suivante, un résumeé de son influence bien conforme & l'intuition (en sup-
posanl toujours qu'il y ait des états limites).

Dans le cas ou les trois espéces subsisteraient avec % = o, faisons
croitre 2. D’abord, les espéces subsistent et ont un étal limite atteint
au début avec des fluctualions indéfinics autour des limites, puis sans
telles fluctuations. Ensuite, la premiére espéce devra s'épuiser et les
deux autres ont des limites qui, lorsque l'on considére ces denx espéces
comme seules & partir d’'an moment assez éloigné peuvent étre atteintes
dés le déhut ou non sans flucluations indéfinies autour d'elles. 7. crois-
sant encore, la seconde espéce devra s’épuiser, et seule la troisiéme
subsistera et tendra vers une limite sans fluctuations indéfinies autour
de sa limite.

Lorsque pour x = o ne subsistent que laseconde et la troisiéme espéce,
1l y aura pour elles un état limite qui scra atteint lorsqu’on néglige
la premiére espéce & partir d'un certain moment, d’abord avec des fluc-
tuations 1ndéfinies autour des limites, puis sans telles fluctuations. 2
croissant encore, la seconde espéce ne pourra subsister et la troisiéme
aura une limite sans fluctuations indéfinics autour de cette limite.

II. — THEORIE BEAUCGOUP PLUS GENERALE.

. . 1 dN;
On prendra comme coefficient d’accroissement oy —C-;f des fornc-
I

tions linéaires quelconques des N;.

9. On peut élargir beaucoup les hypothéses avec un développement
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théorique différant peu du précédent. En supposant, comme plus haut,
que, dans un milieu délimité pour chaque espéce vivant seule, le coeffi-
cient d’accroissement soit fonction linéaire du nombre des individus,
faisons 'hypothése que les rencontres dans le temps dt d’individus
d’espéces différentes () et (s) provoquent immédiatement pour chacune
de ces espéces une variation de leur nombre proportionnelle au nombre
dc ces rencontroes,
On obtient ainsi, pour 'accroissement dN, pendant d¢,

({Nr._._‘_.. (E’-_ }\r»Nr)Nr dt
—+ (flr.lNi N, ...+ N | Ny Nyt m,.’,._|_1N,~_,_1N,-+- ven 17""Nn N,-) e

{(&p, Xy, #;; CcONstantes).

D’ou les équations différenticlles

A

KZN?1 T — -

(16) —{r(“*Zﬁm‘*‘s Neo r=t2.nn;
1

£y Prs, COnstantes quelconques)

avec I’hypothése des équivalents, elles seraient de la forme (2) avec «,,
quelconque, qui, pour la conformité avec la réalité, devrait étre sup-
posé 2o ou méme > o, et c’est alors le cus du paragraphe I qui précéde.

Il est encore vrai, dans le cas le plus général, que s1 un des ¢, est >0,
les espéces ne peuvent toutes s’épuiser,

10. Soient «,, o., ..., a, des nombres positifs qu’on fait corres-
pondre aux espéces et auxquels on va faire jouer le role des valeurs 8;
du paragraphe I. Introduisons la forme quadratique (')

n n
(17) F(Ny, ..., Na) :2 2 2 prs Np N,
1 1

qu remplacera le ZarrNE qui précéde dans le développement de la

théorte.

Montrons d’abord que si I'on a pu choisir les a« pour qu’elle soit
définie positive (?), toute solution du systéme différentiel (16) formée
de fonctions N; continues dans (¢, 4+ ), de valeurs initiales N¢ > o,
donc (*) toujours positives, Jouira de cette propriété, qu'il est impos-

{') Voir la Nole mathématique sur les formes quadratiques en fin du chapitre.
(*) Cette conséquence que les N, continues ct initialement positives restent posi-
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sible qu'il y ait toujours un des N; qui finisse par rester supéricur
a un nombre > o choisi assez grand ().

En effet, on déduit de (16)

n

rn
AN, .
1

1

Montrons d’abord que le second membre est une fonction des
variables N;, inféricure a — m <7 o arbitrairement choisi dés qu’une
quelconque des variables N; surpasse en module un nombre A choisi
convenablement aprés m (*).

tives s'établit exactement comme dans le cas particulier du n°® 2, en examinant ce qui
se passe au voisinage du moment ol pour la premicre fois s'annulerait un N,. Ajoutons
comme au n°2, que si I'on suppose N2Zo, seulement, tout N, initialement > o sera tou-
jours > o, ¢t initialement nul, toujours nul. Rien d'autre & chunger.

(') En particulier un N, d’indice déterminé nec peut resler supérieur 4 ce nombre a
partir ¢’un certain instant quel gu'il soit.

(2) A coté de cette démonstration analogue i celle du paragraphe T (p. 79-80), ¢n
voici une autre qui est & peu prés celle que donne M. Volterra, p. 84 du Mémoire cité
[ Variezioni e fluctuazioni..... ( Memorial CYXXI. BR. Comitato Talassografico Ita-
liano)]. Elle est basée sur la remarque suivante : On sait (voir Note mathématique)
que pour une forme quadratique définie positive, si I'une au moins des variables est en
module au moins égale & « > 0, la borne inférieure de la forme, sous cette seule hypo-
thése (pour des valeurs réelles des variables) est un nombre I positif. On en déduit
aisément quec cclle horne, sous la restriction qu'une des variables ait un module aun

4 L2
moins égal & 8 >0, est égale a Ikg) .

Soit donc pour notre forme F la borne inférieure I dans I'hypothése a =1 Si M
désigne le plus grand des | N, {, on aura

F Z IM?.
Mais soit
n
e
1
alors
It
' VN |<EM,
Al -
1
done

"

n
) e, N, - F(N N SEM —T M2
I

On peut trouver A > o tel que, m > o étant donné, |z]| > A entraine Ex -- Tx2<{—m.
Si 'un des N, surpasse A en module, on aura

M=>A et EM—IM<—m,
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Considérons, en effet, la décomposition en carrés
n
F(Np NG = Y2
1

de n formes linéaires indépendantes a coefflicients réels

(19) Ji=al!Ny+. ..+ al!N, (r=1,2,.,..10)

Les f; étant considérés comme des termes connus, si 'on résout ce

sysléme par rapport aux N; on pourra donc exprimér les N; en
n

. ., . . . % .
fonction linéaire homogéne des fi- On en déduit que Z o€, N, peut
,
1
s’exprimer en fonction linéaire homogéne des f;. De sorte que le second
membre de (18) se met sous la forme

Zi('hfi—fl:!).
1

Soit p; le maximum du binome y;X — X*, et H > o tel que X > H
enlraine

X — X2 — E w;—m  quel que soit 7.

On voit que si 'un f; des /; surpasse H en valeur absolue, on aura
n
2_ (tifi—SE) <—m.
]
1

Il n’y a, en effet, qu’a majorer les y;fi — f7 ou ¢ 3£ k par p,. ce qui
donne un nombre inféricur aEpt, et majorer y; fr—f7 par — Zp,, — m.

51, maintenant, dans les équat.lons (19), on donne aux f; toutes les
valeurs possibles de module an plus égal a H, les N; prendront des
valeurs de module borné par un nombre A ~> 0. Si done V'un des N;
surpasse en module ce nombre A, nécessairement 'un des f; sur-

d'on
n
Z %.¢ N —F(N,...N ) <— m,

"

1

et la proposition est ainsi plus rapidement établie.
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passera H en module, et, par suite,

n n
2 (Tz-f,-—f,.‘-’):z arirNp— F (N, .. Np) < — .
1 ; 1 g
Ce point établi, on voit done que s1 Fun des N, fonction de la solution
considérée de (16) reste, a partir d’'un certain moment, supérieur & A,
ou méme plus généralement s1, a parur d’'un certain instant, il y a tou-
jours un des N, supérieur 4 A, on aura, par la suite,

Ti

VDN,
ALp —— — I
, r (!t - 1

1
d’on

E a,.N,. < — mt = const.,
,
1

ce qui est incompatible avec la propriété que les N;sont > o pour ¢ > ¢,
initial.

Cette généralisation de la derniére propriété du n® 2 nous assure
donc que, dans le cas ou il existe une forme quadratique (17) définie
positive, I'étude de l'association brologique ne saurait conclure a
'aceroissement indéfiniment grand de l'une des espéces, quand le
temps s’écoule indéfiniment.

Dans le cas ou le systéme (16) admel une solution continue dans
(2o, + o) pour des valeurs initiales positives, o I'un des ¢ est positaf ¢t
ou il existe une forme quadratique (17) définie positive, on peut donc
conclure & une certaine stabilité puisqu’il ne saurait y avorr disparition
définitive de toutes les espéces el qu'aucunc ne peut croitre au dela
de toute limite.

L’hypothése de l'existence d’une forme quadratique définie posi-

tive (17) a une importance capitale relalivement aux équations de
[’état stationnaire

n
(20) €y~ E PrsNy=o0 (r=1,2....,n).
S
H

Elle entraine, en eflet, que le déterminant de ce systéme soit différent
de zéro, donc la résolubilité unique de ce systéme.

Car si le déterminant était nul, les équations homogénes simul-
Lanées
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admettraient une autre solution que la solution nulle, et par suite,

n

e
-~y

2r ar-erspr'SN‘g: F(Nl Ng LI N”)
1

1

serait nul pour des valeurs non toutes nulles des N;,.

11. Conservons seulement cette hypothése de la forme quadratique
et poussons plus loin I'étude en reprenant les méthodes du paragraphe,
et faisant jouer A F(N N,. . .N,) le role de la forme quadratique

n
1 .
aprp N2
Zr
i

dans les n*® 4 et B.

Désignons encore par ¢,, ..., ¢, les racines du systéme (20), qu'on
supposera toutes différentes de zéro. Les équations fondamentales (16)
s’écrivent alors

dN
ZP’S(N_QS)N (T‘ZI,?.,...,R)

-
—
lqr|

n

_ dn,

(21) dtf :ﬂrXSPrs‘?s(I—“ L;%“Lns)-
1

On en déduit

ou, en posant n, ==

¢ )

| g1 1 dn,
Era,,g,.(l ) - T

1

1] n
\ | ¢r| )( g5 | )
== ApPpsGrqgs| 1 — n, [— ———n,
Erzs Orsdrd ( ‘_—?r q-’!‘
1 1
gr 7

d’od, par intégration,

(22)

On en déduit, comme au n° 3, que si tous les g; sont positifs, il y
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a un état limite qut est U'étlat stationnaire et que c’est le cas le plus
genéral o toutes les espéces subsistent avec des variations bornées
(cas le plus général avec 'hypothése de la forme quadratique > o).

En effet, siles g; sont tous positifs, la relation (22) s’écrit

_ — Fio o {l—mpge . 0l
era \ %y, ehn\ Endn r
(— ) o (“) - C i . ’0

’?1 ’Z“

Répétant le raisonnement du n® 3, introduisons, s1 n; ne tend pas
vers 1, des intervalles successifs et n’empiétant pas I'un sur Pautre

hh—or, H=-1). oo, (tp—m, a1,

dans lesquels | (n;—1)|g;>¢ > 0.

Si p est la borne inférieure, positive ('), des valeurs que prend
F(z,, ..., r,) quand la variable x; est de module au moins égale a ¢ et
que toutes les variables appartiennent a des intervalles finis ou varient
les fonctions (1 — n,)q,

!ﬂ
[‘ F(...,(1—n0q, ..0dt>p2n(n—a2a),

L "G

d’ou la conclusion pour le premier point. Le secoud s’établirait comme
au n® 3.

Quant aux petites variations, 'étude en sera la méme qu’au n° 3;
dans les ¢quations

n
. \
—— = N E Prsqs(1—ng),
(ft 5

1

('} Un ensemble de nombres réels (I2) est dit borné ou limité supérieurement, st tous
ses éléments sontl inférieurs ou égaux & un wombre au moins, done & une infinité de
nombres appelés limites supéricures. On démontrs que parmi ces limites supérieures il
y en a ure plus petite que les aulres, on Pappelle borne supérieurc de (). Définition
analogue pour la borne inférieure, la plus grande des limites inférieures.

Les valeurs que prend une fonction de plusieurs variables, continue dans un champ fini,

constituent un ensemble qui conlient ses bornes supérieure et inférieure et qui sont
donc atteintes par la fonction en certains points.

Ceci admis, dans le cas qui nous occupe, 1a borne inférieure, valeur de Fen un point
qui ne peut dtre 2, =...= x,= o (puisque ce point n'est pas dans le champ considéré)
est nécessairement positive. D'ailleurs T étant détinie positive, sa borne inférieure sous
la seule condition |z, >1¢ >0 (i{ diterminé) est positive {(voir Note mathématique
en fin du chapitre).
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on posera n,=1- v,, d’ou, en néghigeant les produits de deux v;,

v -
(‘23) _C?Er':_“Esprsq.‘;V.s (_I‘—I? Dy ., ni
1

On cherche des solutions de la forme

V1:A1 e‘rt, PP vﬂ:An gx!

(A; z, réels on non; A; non tous nuls),

ce qui condulit aux équations

r

Y
Ar-x = rsffy v
(24) % 2-5” 75 A

1

et pour z a 'équation caractéristique

Pugi+—x ... Pingn
(25) e e e N T =

Prni1¢ v Panguntx
ou

P-n"“; s Pin

p Pon+ —
nl v nn g

n

La partie réelle de toute racine est négative; en effet, s1 a- bi est

racine et

r , ! 1 —— ¢
A?‘:Yrﬂ-"“ﬁ' (7 =1, 2, ..., 1)

une solution non nulle correspondante de (24),

(& B (vp+Ev)) =—2 Prsqs(Ys2Y),
1 *

d’ou
n
, —
ar— bTr:—z_ PrsqsTs
p &
n
b b aT; = '“"E Prsqs Tiq
1 B
et

n e
L Y
2 32 —_— -, _— ! r
a(v:+v,?)=— }_, PrsQsisYr 2 PrsqsYsyr
& 3
1 1
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W ") . ’ hJ > i ' N
"’Z (=12 g =—F(nq oo e ) = F (Y que o g,

»

ce qui élablit @ < o.

On achéve et 'on conclat tout a fait comme dans le n® 3. L.a nature
réelle ou imaginaire des racines de (25) précise donc la fagon dont 1'é1at
limite est atteint.

On n’a qu'un mot a ajouter pour le cas oit les q; ne sont pas tous
positifs; c’est que les raisonnements et conclusiens du n® 6 s’étendent
sans difficulté. En effet, s'il y a an moins une racine négalive, soit g,,

Lqy |

r

(I—— g:l n,.)qr

/

I —

n.>1,

d’ou

> igr

et, par suite, quels que soient les n; variant dans des intervalles finis,

N . ) ..
F[. Coy (l o ‘nr> Gry + - ] reste supérieure a un nombre positf

qr

fixe (méme raisonnement que plus haut), de sorte que le second
membre de (22) tend vers zéro.

On conclut, comme au n® 3, que, s’ y a une seule racine néga-
tive q,, Uespéce (r) s'épuise et que, s'il y en a plusieurs, parmi les
espéces correspondantes, lune, aw moins, doit s'épuiser de facon
regidiére ou non.

ITII. — ASSOGIATIONS BIOLOGIQUES GONSERVATIVES ET DISSIPATIVES.

12. Plagons-nous dans les hypothéses générales du n° 9, et attri-
buons aux individus de chaque espéce (r) une valeur moyenne a, > o,
de sorte que la valeur globale de 'assoctation hiologique sera

n
V = E arN,,
r
1

d’ou sa vitessc de variation

n

dV dN,
I

1
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et, d’aprés (16),

n n n

dV ; R

—_— = R (p— . +N. .
1 1 1

ou, en posant

(26) F(N,N;...N,) :22 2y prs N N,
r 5
AV NGO
(27) e :24," e, Np— F (N Ny .. N
1

La variation élémentaire dV pendant l¢ temps d¢ est la somme de
113
.. vs1 , .
deux variations : e o, Ny Vdt due aux causes constantes d’acerois-
,
t

sement des espéces caractérisées par les nombres ¢ et d’autre part
—F(Ny, ..., N,) dt due aux actions réciproques des individus.

S'il est possible de choisir les o, >0 de fugon que la forme qua-
dratique ¥ soit identiquement nulle, ¢’est-a-dire que

(28) UpPrst Ay Psp== 0 (rys=1,2,..., n),

la valeur de l'association ne dépendra pas des actions mutuelles des
individus.
On dira que cette association est conservative et alors

A
T = e
"

C’est le cas des systémes d’espéces s’entre-dévorant qu'on a étudiés
au Chapitre I[, ou les équations fondamentales sont les équations (3) et
les valeurs des individus prises égales aux 3, (hypothése des équivalents

P 8 Jp q ’

s . . - - b A N ¢t ‘
pas d’action entre les individus d’'une méme espéce). Iléciproquement,
sl un systéme est conservatif, avec un choix convenable des «, on aura

Ap Ppg—t+ G Psp = 0 (r=1,2,...,n;8§=1,2,...,n),

de sorte que, s11'on pose
LpPrs = Qpy,

les équations fondamentales s’écriront

dN " :
dtr = s,.—z o Ne I N, (r=1,2,...,n)
-
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avec
Apy = — Qyr (quels que soient 7, s de 1, 2. ..., n),

donc sont de la forme (3) du Chapatre 1.

Ainsi, les systémes conservatifs sont ceux quon a étudiés au Cha-
pitre 11 et qui sont caractérisés par les équations (3) de ce chapitre.

Un systéme étant donné el obéissant aux équations (16) du Cha-
pitre I1l, on peut checcher pourles . les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu’il soit conservatif.

Le cas de deur espéces est immédiat et les conditions sont :

) Pir1=P22a—0
avec ! soit

Q

PraPer <<

)
solt
Py2= Pay— O.

Ecartant ce dernier cas oa les espéces n’auraient pas d'influence réci-
proque, il y a alors pour le choix des « une solution a un facteur prés.
Passons au cas général d’au moins trots espéces.

Des équations (28) on déduit d’abord que, nécessatrement, tous les
prr sont nuls et que les deux nombres de tout couple (g, psr) sont ou
nuls ou non nuls et de signes contraires. De plus, r, s, ¢, ..., k, [ étant
m entiers différents pris parmi 1, 2, ..., n, les équations

Ap Prs =— %s Psr:
Ay Pyt = — &g Prsy
g Pil = %I Pl
Ky Plp = qp Pri

donnent, par multiplication membre & membre, la condition nécessaire
(29) PrsPst -« PriPlIr=— ("" I)mPsr'pts e PIEPrL

En prenant tous les arrangements de m entiers différcnts (m quel-
conque de 3 inclus & n inclus) pris parmi 1,2, ..., 0n obtient ainsi
un ensemble (E) de conditions.

Montrons que ces conditions (E) jointes 4 celles initiales relatives
a p;r et aux couples (p,5, psr) sont suffisantes, c'est-a-dire qu’'on peut
alors trouver un systéme de nombres positifs «, satisfaisanl a (28).

Il suffira d’examiner le cas ou le systéme ne peut se décomposer en
plusieurs indépendants les uns des autres.,

Il y aura alors des p,; non nuls. Soit pax 7 0 'un d’eux ct prenons o,
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positif arbitrairement. Si A, i, iy, ... L,, { est une suite d’entiers > o
au plus égaux a n tels que

phli#oﬁ Piliﬂ#o, ot Pi\)u‘li\)#oﬁ p[\‘;[#oi

les équations
Xp PR X P =0
%\ Piyiy & R P = 0
Fiy_ g Piy_y iy %, Piyic_ = O

Wiy Piyl = 2PLi, =0

fourniront successivement o, ... a; en donnant des valeurs > o.
Je dis que s’il existe une autre suite A, £, £, ..., i, { telle que
.Ph-i’];ﬁoy ey Pihl#oa

la détermination successive analogue de &; ...o; conduira a la méme
valeur pour «,.

En effet le premier procédé donne
Phivy - Pi 1

a’::(_l)'\)"{"l ali

pglh, c ey p“v

et le second
ph}i) Ty Pl'i
{J'.'.Z

p«'.vh? R pffp‘

fie

Il n’y a qu’a constater I’égalité qui résulte de

I ¥ I
ph’iilpiifﬁj v plv['p[f‘y“_p;‘u_lp-__ll . ptih
:(__I)LL'!"V—!-EPE-U;!, "t '?P"‘fv'[)‘:'.u"{} b | ph !.{

vrale par hypothése.

Et puisque le systéme ne peut se décomposer en plusiears indépen-
dants, on voit aisément que le procédé de chaine permetira d’atteindre
tous les o;. Ainsi le systéme (28) est résolu et I'on voit méme qu'on en a
trouvé la solution la plus générale qui est déterminée a un facteur de
proportionalité > o arbitraire pres. Les valeurs des individus d'un
systéme conservatif indécomposable sont donc déterminées & un
facteur prés, comme dans le cas de deux espéces.

Quant aux conditions (E), elles peuvent se réduire. Ainsi, si tous
les pij(i5#£ ) sont différents de o ('), elles peuvent se réduire a

(') M. Volterra n’avait considéré que ce cas. M''®¢ Elena Freda a montré que les condi-
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celles ¢t trois indices :
(29)‘ PrsPstPer—= — PirPtsPre.

Un peu plus généralement, sitous les p;; dont un des indices est
un certain &, (P 1, P14} (Pias P24,)3 - - - sont tous différents de o, p; ;.
cxcepté, les conditions (E) se réduisent a celles a 3 indices dont un des
indices est i,. Pour montrer qu’alors toute relation (2¢) est une consé-

i # il])

J#Jo.

par [p;p’;‘n'"‘]- Alors dans les deux membres les crochets disparaissent
flaigt

grice aux seules relations a trois indices dont I'un est ¢, et il resle une

quence de ces derniéres, il suffit de remplacer dans celle-la lout.p,-j(

égalité evidente.

13. La propriété d’etre conservatif pour un systéme exige cerlaines
relations d’égalité entre les coefficients qui le caractérisent, de sorte
qu'il est peu probable qu'un systéme biologique réel se trouve éire con-
servatif ou méme trés voisin de I'étre. Mais, de méme qu’en Mécanique,
on peut, bien souvent, en premiére approximation, négliger le frot-
tement, on pourra, pour certains systémes, adopter d’abord hypotheése
approchée qu’ils sont conservatifs. Il est inutile de répéter, pour ces
associations biologiques, les propriétés qu’on a établies plus haut; on se
reportera au Chapitre I[. Toutefois, il est intéressant d’ajouter quelques
énoncés relatifs a la « valeur » de I'association biologique.

Si nous nous reportons au n® 3, Chapitre II, nous déduisons aussitot
que pour un systéme biologique relatif a (¢, 4+ oc) :

Si tous les ¢; sont négatifs, la valeur d’une association conserva-
tive tend vers séro quand le temps s'écoule indéfiniment; st tous lese;
sont positifs, elle tend vers Uinfini; s'ils sont tous nuls, elle est
constante; enfin, si un des ¢; aw moins est posittf, comme tontes les
espéces ne peuvent s'épuiser, la valeur de lassoctation ne saurait
tendre vers zéro.

Ainsi, une condition nécessaire pour que la valeur d’un systéme

tions a trois indices (jointes aux premiéres) n'étaienl pas suffisantes dans le cas général
en donnant l'exemple trés simple du cas ou dans toute combinaison 34 3 (I, /, k) il y aurait
un couple (Z,/) tel que p,;= p;;= o. Les {25") sont en effet alors satisfaites et cependant
Jes (28) peuvent n’avoir pas de solution. C'est ce qu’on voit clairement sur Pexemple
plus particulier de MV® Freda, du cas de quatre especes avec p = Py = Py = Py =2~0
(la premiére dévore les 2° et 3¢, et ces derniéres mangent la 4°). Enfin Mle Freda a
énoncé aussi les conditions les plus générales niécessaires et sufflisantcs.
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conservalif puisse tendre vers zéro est que tous les ¢; soient négatfs ou
nuls et I'un au moins négatif.

On peut ajouter quelque indication sur la fagon dont se comporte la
valeur d’un systéme biologique conservatif quand ¢ est trés grand. Si

piserSps (r=1,2,..., n);
de
d .
il résulte

o 3 N2 2N N0 Y N,
iy
- ZarNr

(30) C ePait-—tu)zz 2, N> Cesdt—t,  C ZZ % N§ (valeur pour ¢ = 2,3,

I

L1,y

On aura les inégalités les plus resserrées en prenant p, aussi grand
que possible (égal au plus petit des ¢, ), et p; le plus petit possible (égal
au plus grand des ¢,).

14. Nous défimirons comme dissipatif un systéme caractérisé par les
coeflicients ¢;, prs (voir n® 9), sl estc tel qu'un choiz convenable
des o, > o rende définie positive la forme

F :2 2 sy s Ny Ny
r 5

Ce qui justifie cette dénomination, c’est qu’elle entraine que les
actions réciproques des individus causent toujours une diminution de
la valeur Z«,N, de 'association, d’aprés (27).

Eltant donné un systéme défim par ses coefficients ¢;, p,;, on peut
chercher pour les p,; des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’ll soit dissipatf.

Tout d’abord, il est nécessaire, puisque ¥ est définie positive pour

des o, > o0 convenables, que arprr >0, do0 les conditions néces-
satres

(31) Prr>0 (r=1,2...., n).

St l'on se rappelle qu'une condition nécessaire pour un systéme
conservatif est
Prr=20 (r=1,2,...,n),
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on voit que les définitions de systeme conservatif et dissipatif
s'excluent. De plus, un systeme défini par des p,, sans restriction peu!
n’étre ni conservatif, nt dissipatif. 1l restera a voir si un tel cas est
possible dans la réalité.

Une autre condition nécessaire est que le déterminant des p,, soit
positf :

P11 Pirr - Pan l

(32) N 1>0,

Pnt Pne .- Pnn

Comme le prouve un raisonnement antérieur (fin du n°®10), ce déter-
minant doit étre non nul.

Nous allons montrer qu’il ne peut étre négatif. Considérons, en effet,
la forme quadratique définie positive,

n it
— )
= 2 E Yy Prs ths;
r $
1 1

on peut I’écrire

n n
F “—“—E 2 (Ctrp;-s —;— Ot,:p.cr) N, N,
3 v d

et le discriminant ('), qui est > o, est le déterminant des

ApPrs—+ % Psp .

Nty =
2

Mais la forme F peut aussi s’écrire

I _Z Z m”+h”N N,,

ou les f,; sont des nombres quelconques seulement assujettis &

}lr—-s = - }Z‘S?’"

On peut trouver pour ces 2,5 des valeurs telles que I'on ait

Mg = gy
Wpy= ——— = Prs-
Ay
Il suffit de prendre
Hpg == %y Ppg— I pg (pour r2s),

(*) Le discriminant d’une forme quadratique {(déterminant du tableau des formes
lindaires que sont les demi-dérivées partielles) est positif si la forme est définie posi-
tive (voir Note mathématique, n° 20).
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puis
Rop=— hpg (pour r <s).

Cect fait, on aura bien, pour <y,

Mgp— hsp
T _= psr,
puisque le premier membre est égal a
5" [ %Psr—; “rPrs oy s - Ly Prs —2" aspsr] — P
s ,

Soient H,;les valeurs précédentes; considérons le déterminant des w,;
comme fonction des A, (r >s); c'est ainsi un polynome. et quand les

variables A, (r>s) sont toutes nulles, il se réduit au déterminant

Mg
3

g

prennent les valeurs H,;, 1l coincide avec le déterminant des p.. Si
donc, le déterminant des p,; était négauf, le polynome en h (r >5),
qu’est le déterminant des w,,, devrait s’annuler pour cerlaines valeurs
des varnables indépendantes 2,, (r > s), et la forme

2 2 oy wps Ny Ny
roos

serait alors telle que le déterminant des w,, serait nul; comme elle est

des

qui est posiuf comme celui des m,; quand les variables /i

identique a I définie positive, il y a contradiction avec la propriété rap-
pelée plus haut que si une forme

E 2 ap Prs N7 Ny (2> 0)

est définie positive, le déterminant des p, est non nul.

Si nous nous rappelons maintenant que I'ensemble des termes con-
tenant certaines letires d'une forme quadratique définie positive constitue
une forme quadratique définie positive par rapport a ces lettres, nous
obtenons immédiatement comme conditions nécessaires pour qu un
systéme soit dissipalif, que le déterminant des p,; et tous ceux qu’on
en déduit par suppression de lignes et colonnes de mémes rangs
sotent positifs (V).

Dans le cas de deux espéces, ces conditions sont suffisantes : car

{*) Ce qui suit dans ce n° 14 (recherche de conditions suffisantes) cst da & M. Brelot.
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en égalant a zéro le discriminant

(%Pm"’*‘ 5‘2]7:1:12—“‘ Aa Uy Pan

F =2 Z ayprs N, Ngo

r §

de

il vient I'équation dans le plan (o, ay) de deux droites réelles issues de
l'origine, distincles el apparlenant aux premier et troisiéme quadrants
(et, d’ailleurs, différentes des axes). Cela vésulte aisément de

P 0, P2z > 0, PiiPaz— PiaPay > 0O,

Pour que F soit définie positive, il faut et il suffit alors qu’on prenne
pour «,, oy les coordonnées d’un point intérieur & l'angle aigu des
deux droites, dans le premier quadrant.

On ure de la que, dans le cas de deux espéces, dont 'une dévore
Vautre et dont I'extension de chacune est c¢ntravée par 'cxistence d'un
grand nombre de ses individus, ¢’est-a-dire si

P> 0, P> 0 (Prapay < 0),

les conditions sont satisfaites ¢t le systéme est dissipatif,

Dans le cas de trois espéces, une étude compléte montre que les
conditions nécessaires trouvées ne sont pas suffisantes ('),

Il est naturel de chercher alors si les conditions conformes, au moins

(') En écrivant F sous la forme
a, (P N+ pp N+ pa N N1+an(p2|N1+PzzNa+P23N3) Ny ay( Py Ny py, No+4- py, NI N,

la condition I = o sinterpréte dans le plan en coordonnées homogénes N, N,, N, comme
un réseau linéaire de coniques aux puramétres a, o, a,.

Les conditions nécessaires (tant supposées réalisées, il faut et suffit que dans le
réseau, il y ait unc ellipse indécomposable imaginaire (correspondant & des a, réels,
donc positifs). On peut constater que lc faisceau des deux premiéres coniques conlient
deux paraboles distinctes se coupant en des points d'un méme cété de la droite D,

P31N1+P32N3+P33N3: 0.

Il faut et sulfit qu'il existe une ellipse (réelle évidemment) du faisceau ne coupant
pas D; pour cela il faut et suffit que D ne rencontre pas la portion de plan intérieure
aux deux paraholes & la fois, quadrilatére curviligne dont on sait sculement que les
sommets sont d'un méme cilé de D, On éerira que les segments interceptés dans chaque
parabole sont extérieurs, ou, puisqu’ils nc peuvent étre enchevélrés, vu la position
de D, que le milieu de chacun est extcrieur a l'autre parsbole. Et cela conduit finale-
menl a deux inégalités nouvelles entiéres, homogénes par rapport & l'ensemble des p,,
el dont on pecut voir a priori qu'elles sont de degris élevés (probablement 13 et 26).
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dans des cas étendus, a la réalité,
Prr> o0, PrsPsr< 0 (rso; r,s=1, 2, 3)

ne seralent pas suffisantes. On répond par la négative en démontrant
que ces conditions n'entrainent pas que le déterminant des p,. soit
posttif; 1l suffit pour cela d’un exemple (¥).

Dans le cas général de n espéces (n23), cette remarque s'étend,
c’esl-a-dire que les conditions

(33) Drr >0, Prsps; << 0 (r#s;, rys=1,2,...,n)

ne sont pas suffisantes; on peut en effet, y satisfaire en choisissant négatif
un déterminant du troisiéme ordre déduit du déterminant des Prs par
suppression de n — 3 lignes et colonnes de mémes rangs.

Remarquons seulement gqu’un systéme satisfaisant aux équa-
tions (2) (n® 1) est dissipatif, car en prenant o, = f3,, il vient

F :Z 3, et N2.
-

Nous allons montrer que, dans des cas voisins, le systéme est aussi
dissipatif. Pour préciser cela, indiquons un moyen de recherche de
conditions nécessaires et suffisantes (?).

Pour que F soit décomposable en moins de n carrés, il faut et il

suffit que
%y Pys — Oa Pay %y Pra-t+ % Paa
a1P11 ..
2 2
(34) e w e e e e e e e rewaa P Y kw4 e d h e s wemeou —= 0.
UnPut+ 2 Pyn ApPra-t- AsPap
5 5 “* UnPnn

Quand les «; sont fixés, cette condition en les prs se traduit dans le lan-

(') Ainst
1 § 1
— 1 1 1l =—05H
—h —2 1

(*) Remarquons que les conditions d’existence de «.> o, rendant F définie positive,
s'obtiennent en adjeignant
P> 0 (r=r12,...,n)

aux conditions pour qu'il existe des a, récls quelconques rendant F définic positive. { Les
cocflicients des lermes carrés d'une forme quadratigne délinie positive sont positifs, )
Aussi on se debarrasse pour les o, de la restriction qu’ils soient > o.
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gage géométrique en disant que dans I'espace & n? dimensions le point
de coordonnées p,(r,s=t, 2, ..., n) doit &tre sur une hypersurface,
d’équation (34).

Elle partage 'espace en un certain nombre de domaines connexes (')
dans chacun desquels les nombres des carrés de décomposition de F
précédés d'un méme signe sont constants.

En effet, si les coefficients d’'une forme quadratique varient de fagon
continue en conservant le nombre des carrés de décomposition, ceux
qui sont précédés d’'un méme signe sont en nombre constant (2). 11
suffit alors d’imaginer dans chacun des domaines connexes considérés
une courbe continue joignant un point fixe & un point variable pour
constater que le nombre de carrés précédés d'un méme signe est indé-
pendant de la position du point variable dans le domaine.

Désignons par A; les domaines dans lesquels F est définie posiiive. Il
y en a au moins un puisqu’il existe des points, ou F est définie positive,
qui sont les points

ApPrr > 0, ApPrs T UsPsp =0 (r#s; rys=1,2,...,n).

L'ensemble des points de I'espace a n® dimensions appartenant & un 4,
correspondant & un systéme de valeurs positives des «, détinit Censemble
des systémes qui sont dissipatifs.

Lorsque le systéme est dissipatif, quel est le choix des «,? En consi-
dérant ces o, comme les coordonnées d’un point dans Pespace a n dimen-
sions, I’équation (34) représente, les p,; étant fins, une hypersurface
partageant I'espace en domaines dans certains desquels d; la forme F
sera définie positive; 1l y a au moins un §; puisque, par hypothése, pour
certaines valeurs, a! > o, I est définie positive. On ferait un raison-
nement analogue au précédent.

(') Un domaine est un eusemble de points tous intérieurs, c’est-a-dire tel que P
étant I'un quelconque, on peut trouver & > o de facon gue les points de 'espace distants
de P de moins de ¢ (carré de la distance — somme des carrés des différences des coor-
données correspondantes) appartiennent a I'ensemble,

Un domaine est dit connexe si 'on peut en joindre deux points quelconques par une
courbe conlinue appartenant an domaine. Exemples : dans le plan (deux dimensions),
I'intérieur d’un cercle (circonférence exclue) est un domaine, d’ailleurs connexe; dans
I'espace & v dimensions Pintérieur d'une hypersphére,

(z,—a;)’+...+(z,—a,)) =R,
c'est-a~-dire 'ensemble des points tels que
(z,—a;))*+...+(x,—a,}*<TR.

(2) Voir la Nole mathématique en fin du chapitre,
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Revenons a la condition pour qu’'un systéme soit dissipatif et remar-
quons que l'ensemble des points ( p;) Lels que

Prr > 0, Uy Prs = As Pgpr= 0 (les 2, étant fixés > 0)

jouit de la propriété que deux quelconques peuvent étre joints par une
courbe continue dont tous les points appartiennent a cet ensemble, Le
choix de fonctions continues d'un paramétre, p,;, satisfaisant toujours
aux conditions précédentes et rehiant deux systémes de valeurs qui y
satisfont est immédiat avec beancoup d’arbitraire.

Soit A, celul des A; qui contient cet ensemble. Il est intéressant de
voir qu'il contient un certain volisinage de points de cet ensemble défini

Pﬂf‘
(3%) o< ASpnsB, | &y Prs 4 s Par | S,

n > o0 pouvant étre déterminé dés que sont counus A, B et les «,
tous > 0. Quels que soient

o< ALB, o, >> 0, T > 0,

I'ensemble des points satisfaisant 4 (35) est connexe, ¢’est-a-dire que
deux quelconques peuvent étre joints par une courbe continue lui
appartenant. La possibilité du choix de fonctions continues p;;, évident
pour les p,,, résulte pour les p,.;(r =2 5) de I'interprétation de

l ApPre—t A Pyr E é T

dans le plan a deux dimensions, p,;, p. étant les coordonuées cou-
rantes. Cette interprétation n’est autre qu'une bande indéfinie hmitée a
deux paralléles.

D’autre parct, A, B et les «, étant fixés, on peut prendre v assez petit
pour que I'ensemble des points satisfaisant a (35) n’ait pas de points sur
I’hypersurface (34). Le premier membre de (34) est, en elfet, un poly-
nome en p,, et o, pr; -+ a4 per; la partie qui ne contient que des p,,. reste
positive quand A< p,,. < B et son minimum est un cerlain nombre p > o}
la scconde partie sera donc inférieure en module a p si tous les
oy Prs + o pgr sont en module inférieurs a un 7 > o facile a trouver.
Avec un choix convenable de 7, les points (35) appartiennent donc a A,
puisque A, contient tous les points qu'on peut atteindre par une courbe
continue sans rencontrer 'hypersurface (34) a partir d’'un point pour

lequel
Prr> 0, UpPps—t g Psy = 0O,

et satisfaisant & (35). Ainsi :
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Etant donnés A, B(o<<A<B) et des B,, tous posilifs, on peut

troucer n > o tel que les conditions

A gpl?"( B, |?’r‘}—7r.\‘+ E’jspxrl< T (rs, ros=1,2, ..., n)

entrainent que tout systéeme défini par les p.s et qui y satisfart sott
dissipatif.

I suffit de prendre pour les «, les nombres 3., et I'on pourra prendre
aussi des nombres voisins, d'un voisinage convenablement choisi.

15. Sans étudier davantage les cas o un systéme est dissipatif, indi-
quons quelques propriétés immédiates de la valeur d’une asso-
ctation dissipative dans (t,, + o) [c'est-a-dire de tout systéme de
solutions > o dans (¢,, + o) des équations fondamenlales lorsqu’on est
dans le cas dissipanf].

Pour une telle association, avec un choix convenable des « valeurs » a,,

uniquement restreint a rendre ZZarp,-jN,-Ns détime positive, 1l

résulte des équations (16)

n
N, .

{16} r(“’ = s,.—zsp,.st N, (r=1,2,...,n),
1

L /N, :
{18 Erar dt :2 “r'srl\r‘_"F(NH ) N")’
r

r

ou F est une forme quadratique définic positive.

Nous avons déduit de la au n°® 10 qu’il est impossible qu’a partir d’un
moment quelconque ¢, s1 éloigné soit-1l, il y ait toujours un N, parmi
les fonctions positives ou nulles continues d’une solution de (16) dans
(ty, -+ 00) qui soit supérieur 4 un nombre fixe A indépendant de ¢,. On
en déduit 'impossibilité, i partir d’un instant queclconque, que

Nl -
Za,.l\i,.> Aa. n, o %20, (r=1,2,...,n)\
Sinon, en effet, a partir de ce moment,

2 aNp > Aa.n, d’olt 2 N,.> A.n,

r

ce qui imposerait que toujours un des N, fat supérieur a A, et cela a
partir de l'instant choisi. Done :
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Pour des valeurs déterminées (') des individus d'une association
dissipative quelconque, on peut trouver un nombre B tel que la

valeur Zcerr de l'association ne saurait demeurer supérieure & B
r

a partir d’un certain moment, quel gu’il soit.

Remarquons maintenant que (18) entraine, pour des N; > o,

2 o, {-{(I;ITF <Z %y Ep N,

On en déduit en raisonnant comme au Chapitre 11, n® 3, que za,N,.

r

doit tendre vers zéro si tous les ¢ sont ndégatifs. Ce résultat peut
s'étendre un peu :

St tous lese, d'une association dissipative sont négalifs ou nuls,
lavaleur de cette association doit tendre vers séro quand le temps
s'écoule indéfiniment (épursement de toutes les espéces).

En cffet :

Z &y Ay S—T(Ny, ..., Np).
ar = ' '

r

D’aprés cela, Za, N, est unc fonction positive décroissante de ¢; elle a
donc une limite ) pour ¢ = + . Si ce n’était pas zéro, on aurait

E %N > 0 > 0,

d’ow, o étant un nombre au moins égal a chaque a,,

ENr>'2:

1 1 0 T . . ’ " - )\
ce qui cxige qu’il y ait toujours un N, supéricur A — 0.
Or, 1l est aisé d’établir (2) que l'inégalité sur la forme en N,

F(Ni,Nn)<f] (Tl>0)

entraine
|Nf|<<P(Ti) (I=1,2,.... n)

(') Gest-a-dire, les p élant donnés, pour tout choix des «. > o rendant la forme
1 Pr.r p H

E Z x.p,,N. N, définie positive.

¥ &
(*) Voir la Note mathématique en fin du chapitre.
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ou ¢(n) est une fonction positive de n >0 convenablement choisie,
tendant vers zéro avec .
En choisissant v assez petit, soit 7y, ¢(n) sera inférieur 4 —-
’ ? na
Donc, comme a tout instant il y a au moins une des fonctions N,

A

ni

considérées qui est supérieure & —, la forme I devra, pour ces fonc-

tions, rester supérieure 4 un certain nombre v, > o. On aurait done

N dN,
Zar 7, <. T,

r

Z 2, N, < — 710(5_" Zy) _"‘Z :“!'N}!J
r

>

incompatible avee
N -+

quel que soit ¢ ¢,.
L.a contradiction impose done 2 = o et le théoréme est établi.

16. Considérons un systéme de n espéces défini par ses coefficients ¢,
Prsy €t supposons que les espéces (m~+1), (m—r), ..., (n) existant
seules varient au voisinage d'uu état d'équilibre stable, auquel cor-

respond les racines ¢y, ..., ¢a de
n
&(— N N =o rPe=ma,ma, . n
r Hﬁpr: = ( bl )5
Hi o+
équations en N,(s=m -1, ..., n) de 'état stationnaire.

Etudions ce qui se passe quand on apporte, en petits nombres, des
individus des m premiéres espéces a un certain istant &,.

Admettons que, pour des conditions mitiales N9, NS, ..., N7, dont
les (n -— m) derniéres sont fixées et voisines des ¢pyy, - .., ¢n, tandis
que les n premiéres varient au voisinage positif de zéro en dépendant
d’un paramétre o (avec existence de dérivées successives), les éguations

. . n
{16} f"—(:\}—' = E’-*Z\VPHN"- N, (r=1,2,..., 1)
N 1
admettent dans (¢y, ) une solution formée de fonctions continues
(et analytiques) de ¢, et dépendant de « avec existence et continuité
en (¢, a) des dérivées partielles, « restant au voisinage de « = o, valeur

a laquelle correspond
1\?:2 N;ln: 0.
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En désignant par ¢ la différentielle par rapport a «, pour a =o, et
remarquant qu'on peut permuter d et d, on déduit des équations diffé-
rentielles du systéme global les (N,) constituant la solution correspon-
dant 4 @« — 0,

i n
A(EN,) S o
(36) — = _,.M—ZS PrsNs ON,.—ZS Prs SN N
1 i

L.es oN, sont les parties principales des variations des fonchtions
solutions N, correspondant aux variations des valeurs iniuales N{, .. .|
N? corrélatives de la varmation dx du paramétre. Ce sont ces varia-

tions dN, qui nous renseignent sur la perturbation apportée par 'intro-
duction des m premiéres espéces et caractérisée par

BNU ... 3NY,
Puisque pour « = o,

[} J— — N0
N!_""'“—l\m“Da

les fonctions correspondantes N,, ..., N,, sont nulles et il résulte

de (36)

I
[ daN, |
o =\ e Esp,.st N, (r=r1,z2, ..., m),
m—1
(37) n n m
d 6\ % .
g =l e 2 PN )N =N Y pi =N Y BN,
m-+1 =i 1
k {(i=m-+1,...,n).

Telles sont les équations permettant de déduire, des fonc-
tions N;(s =1, ..., n) représentant Vévolution du systéme global
quand N} = o, N’ —o et NY

. N vitr oo Npvoisines de gy, - oy ny
c¢’est-a-dire du systéme partiel des n — m derniéres espéces au voisinage
de 'état stationnaire, les variations premiéres dN; qu’entrainent 'intro-
duction des dN7, ..., 8N} individus des m premiéres espéces a I'ins-
tant £,.

Les quanLilés

n

1 .
&p— 2! PrsNs (r=1,2,...,m)
s

mo+1

jouent un réle essentiel.
Ce sont pour chacune des m premiéres espéces les coefficients
d’accroissement qu’elles auraient en présence, chacune, seulement
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de (n — m) derniéres, et sans tenmir compte de V'influence du nombre de
ses individus sur son développement, c’est-a-dire pour un petit nombre
de ses individus. On les appellera coef ficients virtuels d’accroissement
de m premiéres especes.

Supposons

2
.
fy= Ep— Z PrsGs <o (r=1,2, ..., m},
g

ne+1

c'est-a-dire que dans I'élat stationnaire des (72 — m) derniéres espéces,
les coefficients virtuels des m prenaéres solent tous négatifs. Alors,
dans 'hypothése de variations assez voisines de cet élat stationnaire,

tr— ¥ puNi<—p <o (>0,

-+

et il résulte des intégrales des premiéres équations (37)

H H
f (Er_' E PNN:) ot
s

(38) aNr: BN}“C !“ ne gl

que pour t >t

SN, < N e—olt—4l (r=1,2, ..., m).

Quant aux dN,(i > m) ils sont donnés par le second groupe d’équa-
tions {37).

Dans le cas simple ot il y a rigoureuscment éelat stationnaire
pour le systéme des (n — m) derniéres especes, 1l vient

l m
ad BN . .
lb

1

équations linéaires avec second membre, et coefficients constants au

premicr membre.
En posant 6N, = ¢;v;, 1l vient

n [
0 dv; W , .
(29) i - Lis @svs=— 2 Pig ONJ elgli=l) {(t=m-+1,..., 1)
s i
41 1 8

Les équations sans seconds membres de ce systéme sont celles
des petites variations voisines de l'équilibre (g...(, ..., ¢.) pour
les (n — m) derniéres espéces. Cet équihibre est en ellet supposé stable
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N; .y . .
et en posant — =1 + v; ct néghigeant les produits de v;, on obtient ces
¢

!_
équations sans seconds membres [¢f. (23)].
l.es racines de I'équaltion caractéristique :

P+, mir @0 Poyymis @iz -0 Py, Qo
Pr,on1 Qo Prn,omas Qmie e Pangntx

doivent avoir des parties réelles négatives ou nulles, sinon Ia solution
générale des ¢quations sans seconds membres de (39) ne serait pas
bornée (') quelles que soient les constantes d'intégration, On aura
celte solution générale en faisant une combinaison lindaire homogeéne a
coefficients constants arbitraires des n solutions fournies par les n racines
supposées distinctes (cas général) de I'équation caractéristique.

Pour avoir la solution générale du sysiéme (3¢) lui-mée, il suffira
d’ajouter une solution particuliére des équations avec second membre.
On aura une telle solution particuliére en ajoutant celles que fournirait
le systéme (3¢) lorsqu’on prend comme seconds membres pour chaque
équalion de rang ¢ successivement :

n
EJ_E ."’g.r‘}’.r)[["fu1
(g =1,9,.... 0}

( 40) —Pig SN:} e < merl

Pourde tels seconds membres, on cherchera une solution de la forme

(41) )\m 11 cYgrt_‘fD)r )‘m—!—:‘ e-‘i’g':{_[n', C e )\n etg't—,

La substitution dans (39) conduit immédiatement a

(42) )\z-yg+2€pm Ggohs =-—pig NG (i =m-11, ... m)

Mm—+1

(') Quand les racines sont distinctes, & chacune correspond une solution et la solution
générale s’obtient par combinaison linéaire homogéne des précédentes & coefficients cons-
lants arbitraires d’ol la propriété. Si une racinc est multiple, d'ordre p, il lui corres-
poend p solutions, forinées chacune de fonclions de la forme

enP(t)  (i=1.2, ..., n),
P, polynome de degré p —1 au plus; et c’est en combinant lincairement toutes les
solutions formées par tontes les racines qu'on obtient lintégrale générale. On voil
encore qu’il y aurait contradiction a ce qu’une racine, simple ou non, ait une partie
réelle > o et méme si clle est multiple, ait une parlic réclle nulle.
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systéme aux inconnues #; dont le déterminant est

Pmit,m1qdm+r—~+ g -+ Pm+i,n9n

Pn,m+14m+1 cos PrnQu—Yg

En général y, ne sera pas racine de I'équation caractéristique et ce
déterminant sera différent de zéro de sorte que les équations (42)
admettront une solution unique, d’od une solution particuliére du
type (41) pour le systéme différentiel de seconds membres les expres-
sions (40). Siy, élait racine de I'équation caractérisique, d’ailleurs, on
trouverait aisément une solution dela forme

()\-;ﬂ#] _+_ )t r—,l t) GYS' f_fo\’ “ 4wy t)\n+ }‘:J t) e"I’SQL—utOI\I'

De toutes fagons, cette solution particuliére tendra vers zéro pour
t — + 0.

Dans le cas général ou il n'y a pas de racines nulles ou purement
imaginaires pour I'équation caractéristique, ¢’est-a-dire ou I’état station-
naire stable est la limite pour £ = -0, on voit {inalement que les oN;
intégrales de (38) et de valeurs initiales zéro tendront vers zéro
pour { = + . Dans tous les cas, d'ailleurs, cherchons a déterminer
Ies constantes d’intégration en écrivant que

e . .
o\ = o (I=m-+1,...,n)

Les N; (g =1, 2, ..., m)figurent linéairement de fagon homogeéne
dans les coefficients de la solution particuliére; on en dédmt que les
constantes d'intégration sont aussi des fonctions linéaires homogénes
des dN,. De sorte que les coefficients constants qui figurent dans
Iexpression des oN; tendent vers zéro avec SN, (g==1, 2, ..., m).

Ces résultats sur I'allure des 8N; ('), nous les admettrons lorsque
I’état du systéme des (n — m) derniéres espéces n'est plus rigoureuse-
ment stationnaire avant la perturbation mais seulement assez voisin de
cet état a 'instant ¢, de la perturbation; car lesN;(i=m +1,...,Rr)
variant au voisinage des ¢,, les coefficients variables des secondes
équations (37) seront trés voisins des coefficients correspondants
constants des équations (38).

D’ou la conclusion :

Si Uon perturbe une association biologique d'espéces (S) voisine
d’un état d’équilibre stable, par U'apport d’individus en petits

On a supposé les racines simples pour l'équation caractéristique. Les résultats
subsistent méme s'il y a des racines maultiples, cas infiniment peu probable d’ailleurs.
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nombres appartenant @ de nouvelles espéces (S'), et st pour celles-ci
les coefficients virtuels d’accroissement relatifs a U'état stationnaire
des premiéres (S) sont négatifs, ces nouvelles espéces (8') 's’épuise-
ront tandis que le systéme biologique des premiéres restera voisin
de Uétat d’équilibre considéré.

51 méme cet état d’équilibre est un état limite pourle systéme primitif
seul, ce qui arrive s'il est dissipatif, le méme systéme en coexistence
avec les individus perturbateurs tendra vers cet éiat d’équilibre.

17. Voici une conséquence intéressante : on sait que dans une asso-
ciation dissipative pour laquelle il y a un état d’équilibre, le systéme
tend vers cet état; par suile, si un systéme partiel, nécessairement dissi-
pauf (') quand 1l est seul, admet également un état stationnaire, les
coefficients virtuels d'accroissement, correspondant a cet état pour les
auntres espéces, ne sauralent étre tous négatifs,

Sinon en effet, d’aprés le théoréme précédent, ces derniéres espéces,
si elles étarent peu nombreuses initialement, tandis que les autres
seratent dans 1'état d’équilibre paruel, devraient disparaitre. Ce
résultat, que les coefficients virtuels d’accroissement ne sauraient étre
tous négatils, peut s’établir directement. Par de simples transformations
algébriques, démontrons que :

Si une association conservative ou dissipative admet un état sta-
twonnaire, et s’il en est de méme d'un systéme partiel, les coefficients
d’'accroissement virtuels, correspondant a cet état stationnaire du
systéme partiel, pour les autres espéces, ne sauraient étre ious
negatifs.

Supposons que pour le systéme total, 'état stationnaire soit défini
par ¢, ..., qu.; et pour le systéme partiel, supposé constitué par
les (n — m) derniéres espéces, 1'élat stationnaire corresponde a Toniyr oy
g, Les hypothéses sont

— ]
E"%Z Pisds— 0 (E=1,2, ..., n; gs> 0),
$
(42) ‘

n

Efi—zspjsq.f:o (J=m-+1,. ..., n;qs>0);

(*) Car si dans ane forme guadralique définie posilive, on supprime les termes con-
tenant certaines lettres, il restera une forme quadratique définie positive par rapport
aux leltres restantes,
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F(Ni ... No) =2 2 ar prs Ny N
r §
] 1

définie positive ou nulle (a, > 0).
Il suftit de voir que

(453 F(’_QI- s G (1m+1—9"m.+-:- ) QH_'“?’M}
53] n :
Wl Y
:Zr 1,.(5,.-—251)” q: Vqr,
L] \, o+

car le premiter membre étant positif ou nul, le second ne saurait 'étre si
tous les coefficients virtuels d’accroissement

it
Ep— EI Pm'(]:- (r=1.2,...,m)
Y

ht -1
étarent négatifs.
Pour établir I'égalité (43), il n’y a qu'a mettre F(N,, ..., N,)sousla
forme

n

Z 2, 2 Pre NN, *2‘ Pes NN,

1 - l—l
"'l
A—Z a,(E p“N N - Z PmNrNs y
ne+1 m—l—f
d’ou, le premier membre de (43),
nt el
2 Ay 2 Praq.s 2 pr-‘!’(qs Q.‘i)
1 d n-d=1
"
+2:x,(q,~——g,-) Z p“qs+ZPn(qs qs)
m+ | mnm—+1

Le crochet qui entre dans chacun de ces termes est égal a

n H
1 !
Pri{s— Prsds,
& 5
1 -1

c’est-d-dire, d’apreés (42) (1°F groupe),

n
% I3
Ep— 2 Prsqs.
s

nt+1
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[)’aprés le second groupe (42) cette expression est nulle pour » > m,
d’ot la conclusion cherchée.

En vue d’une nouvelle application du théoréme de la perturbation,
considérons une association dissipative, n’admettant pas d’état station-
naire, la racine ¢, correspondant a la premiére espéce des équations de
I'état stationnaire étant négative; mais supposnns que le systéme
des (n — 1) derniéres espéces admette un état stationnaire (donc stable
puisque ce systéme partiel est dissipatif). ll est facile d’établir que le
coefficient virtuel d’accroissement

Fi
!
5-1_2 Pis
&
9

de la premiére espéce pour I'élat stationnaire ¢, ..., ¢, des autresest
négatif.
En effet, des hypotheéses

1
El.__z Prifs=0 (T= 1.2, ..., n; ¢,<0),
§
1

~ ) . r
sj_zspr-sq'szo (J=2,3,....,n; g;>0),
2

F(N,.....N,)= 2 2 2y prs N, Ny définie positive,

il résulte, comme plus haut,

!

0 < F(Q-u Go—qu, - - gn— 9:1) = 214 51_25 Prs Q’s

d’ou

D’ou, d’apreés le théoréme de la perturbation, I’énoncé suivant :

S¢ l'on perturbe une association dissipative, voisine d'un état
d'équilibre, par Uapport d’'un petit nombre d'individus d'une nou-
velle espéce et si les équations de U'état stationnaire du systéme
global supposé dissipatif admettent, pour Uespéce supplémentaire,
une racine négative, celte nouvelle espéce disparaitra, tands que
le systeme primitif tendra vers [état stationnaire.
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Enfin, donnons encore du théoréme de la perturbation du n° 16,
une application aux associations conscreatives & nombre imypair
d’espéces étudiées au Chapitre 11, d’apreés leur systéme différentiel :

n
1 dN,.
gr N; -_(IT = Erﬁr+ EsaerS,
i

n
1 N, . as,.)
N, dt _E’—Es(ﬁr N
!

On sait que les espéces ne peuvent toutes substituer avec des varia-
tions bornées (voir p. 5g). 1l peut donc arriver a priori que l'une
s'épuise, le svstéme tendant d devemir pair. Clesl ce passage a la

ou

prrits que nous allons préciser.

Supposons que les espéces 1, 2, ..., n considérées scules admetient
un état stationnaire possible caractérisé par les racines ~> o Q., ....Qy,
des équations

n
E,"B,.%— E a, N;= o0 (r—=12, % ..., n).

Ce systéme partiel pair est stable autour de eet état d’équilibre. S1
donc, & un moment donné, il en est trés voisin, alors que la premiére
espéce est trés peu nombreuse, on conclut (tout comme si les individus
de la premiére espéce étaient apportés a ce moment), en appliquant le
théoréme de la perturbation, que, si le coefficient d’accroissement
virtuel

n
2: ey .-
r1: 514“ —_"—QS CSL<0,
5 |
2

la premicre espéce s'épuisera et que les fluctuations du systéme total
s’obtiendront en superposant & un épuisement de toutes espéces, les
fluctuations du sysiéme particl des espéces 2, 3, ..., n au voisinage de
son élat d’équilibre.

Ce résultat pourrait s'obtenir autrement comme 1l est fait, pages 74-79,

du mémoire de M. Vorrenra (. Comitato Talass. Ital. CXXXI).

Posant
Ny= Q. (1 v,) Foe=2 .., n
Ny = Qv Q, > o et quelconque, par exemple égal A 1,

il vient, en négligeant les termes du deuxiéme ordre, par rapport
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T
J
aux v;,
- n
(JV] .
n L _ . 2:
1 m— — 29 1.81 - ) a (25 Vi,
2
S -~
d, Y ) \
Bl‘—"’_’ = 2 a.chs".s‘ - a~!rQ-l W (=2, ..., 1},
dt <

4

ce qui mel ¢n évidence le role important du signe de

Ixs
£ 3 +Z ag Q.

qu’on peut exprimer uniquement au moyen des coefficients fondemen-
taux, sous la forme (voir loc. cit.).

2 sf.p,.l{,.
,

1 — G [1
I{l IJ'|. s

les R; ayant la signification choisie plus haut page 38,

Sous la condition que la quantité précédente (ou bien encore I'y)
soit > o, les équations approchées en v; qui s’intégrenl par les procédés
classiques conduisent aussitot a la propriété annoncée.

18. Pour généraliser davantage les hypothéses fondamentales, on peut

i CiNl . .
N, ---d,}--dea fonctions

plus générales que des fonctions linéaires. Indiquons des cas ou l'on

songeraprendre pourlescoefficients d’accroissements
g p P

pourra tirer des résulats du systéeme différentiel

dN - :
(44°) ﬁ:f,-(l‘h, ooy Np)N; (f=1,2, ..., n),
/ étant définie pour N, 2o(r=1, 2, .... n) avec toutes hypothéses

utiles de continuité et dérivation.
Rappelons que du systéme

n

., dN
B ((itr = srng arsNs N, (@p;==—asp, Pr>0)

dont on supposera que les équations pour I’état stationnaire admettent
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des racines ¢;, et qui s'écrit encore par conséquent

dN, ~ .
Br ot —E ys(qs— NNy,
1

on dédut

N, N, n n 1 |
; 3, 1r ( = ' 2“ ar.v(gr'_‘"hr')(q.?“Ns) — O
et s
1 1

pAS N, et

ou

. dlog| N, | AN
3 . el T Tl =
2,. : ”(9’ ('t dt ) ©

ce qui donne
/)
5N
eilrr
1T -2 = const.
N B
1

On concluait de la que, si tous les g, sont positifs, et par suite
Y

toutes les fonctions de N, N B décroissantes de 4 ¢ & un minimam
A I if -

g,
puis croissantes Jusqu’a I'infini quand N, croit de 0 & + oo, ulors les N,
a valeurs mitiales positives devraient rester compris entre des limites
positives,

Supposons alors relativement a (44) qu'il existe des fonctions ¢,(N,)
continues telles que

n
(45) D N SNy, Ny =0
r
|

et non identiquement nulles, par analogie avec les fonctions : 3, (¢, — N
du cas particulier rappelé.

On dédurra
n
Z ¢r(NpY AN, — 5
-~ Nj At 7
1

n

N, N
o, (N, i
(46) z: 2riNe) N — o

Jo TN,

d’ou

-

1

Supposons que, de méme que les

. N,— -
fl{j?‘ _rf.‘T'_'_'%dNr: .dr(,Nr_qr' lOgNJ'):

les

ql;(N)) :/“PrI(\TNr) dN,.
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tendent vers -+ « quand N, tend vers zéro ou + o et admettent donc
une limite inférieure quand on fixe la cons'ante d'intégration. De

Z $,.(N,) = const.,

on conclura, comme dans le cas particulier rappelé, que pour toute
solution continue dans (¢, - ) et formée de fonctions positives, les N,
resteront compris entre deux nombres positifs. Etil en résulte I'existence
d’une telle solution pour des valeurs initiales positives.

Ainsi est généralisé le n° 5 (Chap. II) relatif aux systémes conser-
vattfs et n pair, sur les variations bornées d’un systéme satisfaisant
& (44), moyennant les hypothéses de I’existence des o, (N;) et des
propriétés sus-indiquécs des §,.(N,).

Ajoutons que cette existence des 9,(N,) aura lieu si les £, sont de la
forme

T
(49) frzzs F,o(Ny, ..., Na) 0, (Ny),
1

les F,; et 0, étant continues, les 5; non identiquement nulles, avec
F,,=—F,, et en particulier F,, = o,
Il n’y aura en eflet qu'a prendre
Q= 8,.

Inversement d’ailleurs, si un systéme de ¢, existe, il est aisé de voir,
en supposant que I'un des ¢,, soit 9; ne s’annule pas, que les £, sont de
la forme (49).

En effet :
I
fo= — o [fopa+...+fnonl,
fo= f‘-’?
fu: fﬂ?

ou les seconds membres sont bien de la forme (47); il n’y a qu'a
prendre :

61 — (?I, 03 —— C.DZ‘ vor ey Gn = ?n,
o fa
Flﬁzm_’ -y Fln“-_‘“"’
f1 ¢
l;»‘g _ I‘?gg_— _—= 0_,
Iy = Foy = = 0,
et Fl'j'—-—_'_"Fj[
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A coté de cette extension des systémes conservatifs, indiquons un
cas que 'on peut considérer comme une extension des systcémes dissi-

patifs : celur ou, relativement & (44), 1l existe des fonctions ¢, (N,)
continues non identiquement nulles, telles que

Z: FrNp N e (N =— BNy, .. N
.
1

soit négative ou nulle, et nulle seulement pour certaines valeurs posi-
tives ¢y, . .., qn des variables.

Alors
n
2 O,(N,) AN, S
LN T
1
" N a t
Y /T ee N ' ~ o
24 f A dN,.:_[ SNy, ... N, 4L
r N I\J" iy .
1 r e
En raisonnant comme aux n®” 3 et 11, on conclut que si Ics
» [N,
40N, erlNe) oy,

PR

jouissent des mémes propriétés que plus haut, le systeme (44) admet
pour des valears initiales positives une solution formée de fonctions
conlinues positives tendant vers les ;.

Cela enlraine que les f. s’annulent pour le systéme des ¢, et pource
seul systéme de valeurs (positives), d’atlleurs.

On peut ajouter sur I'existence des ¢, une remarque analogue a celle
qui est relative a (47) : cette exastence sera assurée si les £, sont de la
forme

I3
(%) Sr= 3 Fr(Np oo Na) O,(Ny)
)
1

on les 9; sont non identiquement nulles, avec

Foo=—F, sir 3208,
Fp.<o.

Z Frri 8:' l

nul seulement pour les valeurs positives ¢, ..., ¢n.
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IIn'ya qu’a prendre ¢, =6, et voir que

n n
2—“1 ) 2‘1 .
f’- » —_ F]-'r 0}2 .
- I
! 1

IV. — INTRODUCTION DE L’'HYPOTHESE DE LA VARIATION DES CONDITIONS
EXTERIEURES AVEC LE TEMPS.

19. Dans les équations
aN .
L I -’1
it = 5:"“‘2’ Prs Ng JN,,
1 A

nous avons supposé les coetficients ¢,, p,, conslants, indépendants du
temps.

Or dans la réalité le milieu extérieur peut varier au moins un peu et
les conditions d’existence des espéces changer, ce qui se traduit par une
variation des coefficients avec le temps. Le cas le plus fréquent et le plus
intéressant est celui de variations périodiques, comme celles qui sont
dues aux saisons.

Plagons-nous dans le cas, souvent conforme a la réalité, de petites

-y autour de valeurs e”, p!.

variations de pelmde I’
Un développement en séric de Fourier, qu'on pourra limiter a
quelques termes d’uilleurs pour avoir une représentation satisfaisante

donnera les expressions qu'on adoptera
P { P

, K .. K
£, = s‘,'.—}-v (gi. cos — ¢+ hi sin. — L’),

o K
]J,,_;7H—|—Z coq~t qmb L.

Supposons encore que, pour ¢}, p il existe un élat d’équilibre stable
défim par les nombres positifs ¢¢, ..., ¢" et que, les coefficients étant
variables comme on l'a lﬂdltu il vy ait pour les espéces, sculement de
petites variations au volsinage de lt,ttlt g ... q". Ftudions ces pelites

variations.
Nous posons
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et les équations deviennent

- Kk K
(:;t = {1+ ur)[ “—+—2 (rr* cos —t-h‘ =1nT£)
__Z (p,s—i—- ol cosI—}t—%— ol sin% t) q?(l—.L-V_,-)],

d’ou, en négligeant les produits de deux quantités prises parmi v,, g,

i I i
ki, Crey Ors

dy . K .. K
(49) d—; = Z (g'}. cos—t.-t + AL sm7 t)

N 1] ] I{ i 0
~2 02 (e i dhsingt) =X atohes
5 i

de la forme

dv,

(50) -+ gl plovs = (G}. cos — t + H sin I% t) (G!, HL constantes).

§ i

L'intégrale générale s’obtient en ajoutant une intégrale particuliére a
Vintégrale générale du systéme des équations sans second membre; on
sait comment I'on oblient des solutions particuliéres de ce systéme en
cherchant des solutions de la forme

(51) roevt ok, ert

ce qui conduit pour z a 'équation caractéristique

pligl+==z ... pl.qd
(52 | e Cee e — a.
P21 ‘]? P:lm Gn -+ &
Sil'on suppose, cas général, qu'll y a n racines distinctes z,, .. ., Zn,

11 y correspondra n solutions autres que zéro, du tyvpe (51), et leur
combinaison linéaire homogéne a coefficients constants fournira I'inté-
grale générale du systéme (50) sans seconds membres.

L’hypothése de stabilité pour 'état ¢% ... ¢ et les coefficients &", p°
exige que les parties réelles des z; soient négatives ou nulles; de sorte
que dans la solution générale des équations sans seconds membres, iln'y
aura que des termes périodiques sinusoidaux, ou pseudo-périodiques
(produit d’une exponentelle tendant vers zéro par une fonction
sinusoidale) ou de la forme ke~¢*(p>o0).

Pour trouver ensuite une solution particuliére de (30), remarquons
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qu'ill suffit d’ajouter des solutions particuliéres correspondant a des

seconds membres pris égaux aux divers termes de la sommez. Prenons

I

donc comme second membre

-

G” cos I—\ ¢t + HZ sin K L.
P P
On remarquera que c’est la partie réelle de

K .. K X K ..
G2 (cos—» t—+ 7sin— K) — LH{’.(COS ~— ¢+ sin x t)
Z P/ 2 p
(¢, symbole de I'imaginaire)
ou
, . Xy
(G{?— 117 e P
et quil suffira de prendre la partie réelle d’'une solution particuliére
correspondant aux seconds membres :

K
]
(GP—illpye 7 (r=1,% ... n).

Cherchons alors une solution particuliére de la forme

Ly

-\‘rrr e J”

La substitution donne

.K ,
(53) Yricy 2 atplet= (Gh— i)
§

et le déterminant de ces équations en y, est

---------------------

K
rhiqb cee PALgN t;

. . K . , . L
Si donc ¢ — n’est pas racine de l'équation caractéristique (52), les
ry

équations (53) formeront un systéme résoluble par la régle de Cramer
et I'on trouvera une solution particuliére de la forme cherchée. Dire

K . ~ . , -
que i n’esl pas racine de (32), c’est dire que la période du terme
considéré dans le second membre de (50) est différente de celles des
termes périodiques s'1l y en a, dans I'expression de la solution générale
pour les pelites fluctuations correspondant a &° p..
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D’ou ’'énoncé :

St les coefficients d’un systéme biologique varient trés peu et avec
la periode T au voisinage de valeurs moyennes €)p; (de facon i ce
qu’on puisse les prendre égaux a des polynomes de Fourier, c’est-a-dire
a des séries de Fourier {imitces a m termes), el si, pour ces valeurs, le
systéme admet un état (E) d’équilibre stable (q', ..., 4.), tel que les
periodes des termes purement périodiques s'tl v en a dans les varia-

tions au voisinage de (E) soient différentes de y (h=1,2,.... m),

les petites variations du systéme pour &, p,c variables, au voisinage
de (E), s'obtiennent en superposant aux variations propres (relatives

T

a e pr) des fluctuations forcées non amorties de périodes z

Bien remarquer que 'existence méme de petitcs variations au voisinage

de (E) impose la restriction sur les perlodes. Si en effet 7 — é1ait racine
p

de I'équation caractéristique (52) [racine simple, puisque (52) n'a par

h}'pothése simpliﬁcatrice que des racines simples. lLes résultats obtenus

s’étendraient d’ailleurs au cas, laissé de c6té comme infhiniment peu

probable, ot 1l y aurait des racines muluiples], le systéme avec les
seconds membres

K
— !
(GP— (UPye P

admettrait une solution particuliére de la forme

. K
t— 1

(Yf‘_ Y;‘t) e? ’
tous les ¥, n'étant pas nuls.

De sorte que dans I'intégrale particuliére de (50),1l y aurait un terme
. . K . K . .
a coefficient non nul en ¢ cos - ¢t ou tsm}—) t, qui n’est pas borné.

Qu’il y ait plusieurs de ces termes ou un seul (une ou plusicurs valeurs
de p donnant lieu a cette particularité), on en déduirait que I'intégrale
particuliére et par suite unc intégrale quelconque ne saurait rester
bornée. L’hypothése des petites variations écarte donc cette possibilité.
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NOTE MATHEMATIQUE SUR LES FORMES QUADRATIQUES.

20. On appelle forme quadratique des variables 2z, ...z, un polynome
homogéne et du second degré par rapport a Pensemble des variables, On note

s Flz,. ....x,) = E E Qij ;T (£, J=1,2....,n)
.
i

(34' ) ¢

( (@;; réel ou 1maginaire)

(les = ¢rant étendus 4 toutes les valeurs entiéres de 1 a2 n) el il est souvent
commode de supposer a;; = a;;.

On démontre qu'elle peut se mettre sous la forme d’une somme de carrées
en nombre v, de formes linéaires indépendantes (1) (a coefficients complexes);
et v, indépendant de la décomposition en carrés, peut étre égal a o, 1,2, ...
ou n; il est égal aw rang du tableau que constitue le determinant des coef-
Jicients des formes linéaires
I I
- F.L'lj - e o om -
2 2
(rang de ce systeme de formes lincaires).

Si, dans (54), «;; = a;;, ce déterminant qu'on appelle le discriminant de la
forme quadratique est ¢gal a

ayy .- p

P71 LB Qnn

(déterminant des a;;, symétrique),

Indiquons le principe de la msthode de Gauss qui permet de faire une décom-
position en carrés de formes linéaires indépendantes.

5’1l existe un terme carré, c'est-d-dire en a7, soit a,r2}?(a, 7 0), formons

O =F(xy, .... x,)— ! [1 F’J.'_]—.

Qrr L2

£

On constate immédiatement que cette nouvelle forme quadratique ne contient
plus @, Si, en effet, on écrit F sous la forme a,,. 2} -+ 22,P 4+ Q, ou P est une
forme linéaire et Q une forme guadratique par rapport au x; autres que x,, 1l

< q que | Pl ;

vient
D= app2i-2x, P () — p {appay—+ P2,
Ty
Pz
- (‘} —_— .
(I?.r

(') Si v =1, la condition d'indépendance doit étre considérée comme condition de
non nullité, les critéres d’'indépendance s’appliquant avec ce sens.
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. . . 1 , 12
Ainsi on a pu mettre F sous la forme d’une somme d’'un carrc [—; FJ,T_J
2y Qpr

L

d’une forme linéaire en xy ... 2, (\E,.—, une des racines de a.r,.) el d'une forme
quadratique par rapport a toutes les variables sauf x,.

Si @ se trouve identiquement nulle, F est done carré d’une forme linéuaire non
nulle.

Sinon, en admettant que le théoréme soit vrai pour (2 —1) variables, ® sera
décomposable en un nombre v 21 de carrés de formes linéaires indépendantes en
Ty, veey Lpgy Lrpts o o.. L. On déduit que 17 est somme de v—1 carrés de
formes linéaires en les x;; ces formes sont bien indépendantes; 3l suffit de voir
qu'on peut résoudre en les z; le systéme obtenu en égalant a des valeurs arbi-

traires & qui contient effectivement . et les formes des carrés de @ qui

1
__‘_"_“'—F
2\/arr
ne contiennent pas x,; ces derniéres donneront, vo leur indépendance, un systéme
résoluble en 2y, ..., #,—y, Ly, ..., ¥,; en transportant dans la premiére, on
trouvera une valeur pour z, et le systéme total admet done une solution.

Ainsi ¢’'il y a un terme carré dans F, I’'hypothese que le théoréme est vrai
pour { 2 —1) variables entraine qu'il est vrai pour F,

S’il n'y a pas de termes carrés, F peut étre identiquement nulle. Examinons le
cas contraire ct supposons non nul le coefficient (2y) de z,.2; (v = a,, = a,,,
SI Qpg = Qgp)

LY

. . 2 (1 | G
F(zy, ..., x5)— - (—F.;-,. . -F.r,)
s\ 2 2
est une forme quadratique en les x; moins 2, et x,. Car

F=ovr,r;— o:Pr.+2Qur,,

ou P. Q sont des formes ne contenant pas z, et ., d’olr

2 I | - 2 : _
F — - (7 Far. . ;F_r,) = Y&, T - 2 Pa, - 2Qa,— Sy —P)iye,+Q)
) , ‘

=—2P.Q.
B

Donc T est 1a somme de cette forme quadratique ¥ et de

2 1 | / I /I . I .. 2 1 s | ' ?
20 p e ) = L3 ORI EXU Y (L) RN N
~ ( a o Ty e 2y P a o, ’

qut s'¢erit sous la forme d'une somme de deux carrés des formes

1 =y ] ) I PR N
e (I Xy —+ F.?‘,) ct ( I P F.r, N

22 e

S1 le théoréme est vral pour (n— 2) variables, on considérera une décomposi-
tion en carrés de W et 'on en déduit une décomposition en carrés pour F: les
formes de ces carrés sont bien indépendantes, car en égalant 4 des valeurs arbi-
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traires, les formes des carrés, il vient un systéme

! ] ’ ’ y
Pt Fley= 2, Fop—Fo, =10

et ?

Pr= 4 (A=1,2,..., p)

(P, formes des carrés de 'F s’il y en a, a, 3, v, constantes arbitraires).
(e systéme équivaul a

On peut résoudre Py = y; en les z;, sauf 2, et ;.
Les deux premiéres ¢quations

. . i U
T ;

a3 (170
v Q=T

donneront ensuite 7, et z,,

Ainsi, si le théoréme de la décomposition en carrés de formes indépendantes
est vrail jusqu’a (rn—1) inclus, il est vrai pour n. Comme il ’est pour 1 (et 2), il
'est pour n quelconque.

Ce qui précede donhe le moven ciflectif d’obtenir une décomposition en carrés;
remarquer que la seconde partie du ratsonnement qui précéde suppose seulement
'absence des termes carrés en 23, 7 et 'existence du terme reclangle x,x;; le
procédé donné s’applique deés que manquent les carrés relatifs & un terme rec-
tangle non nul. La répétition des procédés fournit bien finalement une décom-
position en carrcs.

Sans démontrer le reste de la proposition annoncée, sur 'invariance du nombre
des carrés, insistons sur cette propriété que {a condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’'une formne quadratique & n variables se décompose en moins
de n carrés {de formes indépendantes) est que le discriminant soit nul, c’est-
a-dire que les formes {inéaires ¥y, ..., . ne soient pas indépendantes.

Ajoutons sans démonstration que si ce discriminant n'est pas nul, quelle que
soit la décomposition en » carrés (indépendants), P{ 4+ ... 4+ Pj, il est égal au
carré du déterminant des conefficients des formes Py, ..., P,

IFoRMES BEELLES. — Supposons maintenant que les coefficients de la forme
quadratique soicnt réels.

La méthode de Gauss montre que F peut se mettre sous la forme d'une soinme
algeébrigue de carrés (de formes indépendantes) 4 coefficients réels; en ne consi-
dérant pour les formes des carrés que des formes a coefficients réels, I'énoncé
initial subsiste a condition de remplacer « somine de carrés » par « somme algé-
brique » de carrés,

Dans une telle décomposition en carrés, il y aura les carrés précédés du signe -,
dits carrés positifs, et ceux précédés du signe — dits carrés négatifs.

Une propriété treés importante (lol dinertie) est que les nombres de carrés
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positifs et de carrés negatifs sont indépendants de la décomposition en cariés
(de formes indépenduntes & coefficients réels).

On peut donner une proposition simple sur ces nombres, comme sur le nombre
total de carrés et qui dérive des propriétés de l'équation en S, s'écrivant,
s Qjj= Qjj,

a—S aj. ... ay,

Ly N 1Y iy

On démontre aisément que toutes les racines sont réelles; cette équation
exprime en effet que F(a,,...., 2,)— S(x] + ... -+ x}) se décompose en moins
de n carrés indépendants. Il y a alors pour les variables des valeurs réelles non
toutes nulles annulant cette forme (1l suffit d’annuler les formes des carrés c’oi
systeme d’équation homogéne a n inconnues de rang < n). On en deduit que la
racine S est reelle.

I1 est remarquable que les nombres de carrés positifs et de carrés négatifs
soltent précisément égaux auxr nombres de racines positives et de racines
négatives (comptees avec leur ordre de multiplicité ) de 'équation en S.

Tous ces résultats sont, dans le cas de deux variables, connus d’aprés la théorie
du trinome du second degré : la forme az?~+ 28y -+ ~ ¥2 non nulle, est décom-
posable en deux carrés ou un seul (3l est toujours sous-entendu ; de formes
indépendantes) suivant que le discriminant

est différent de zéro ou non, etc. Dans le cas de trois et quatre variables. il
s'agit de I'étude classique des coniques et quadriques.

Une forme quadratique réelle est dite dé finte si les seules valeurs réelles
des variables pouvant l'annuler sont nulles. Cela équivaut a dive que la forme
est décomposable en n carrés indépendants de méme signe : s'il v avait une
décomposition en moins de n carrés, on pourrait annuler toutes les formes de ces
carrés pour des valeurs réelles non toutes nulles des variables et par suite la
forme quadratique; s'il y avait une décomposition en » carrés non tous du mime
signe

Pi+...+P;—Q2—.. . —QF,

on pourrait annuler la forme quadratique en annulant :

P,— Q,, P.. ... P Qs oy Quy

ce qu’il est possible de faire pour des valeurs réelles non toutes nulles (rn-—1
¢quations homogénes 4 n inconnues). Il est donc bien nécessaire que la décom-
position en carrés donne n carrés de méme signe. Cela est suffisant, car alors
pour annuler F, il faudra annuler toutes les formes des carrés. et comme elles
sont indépendantes, on ne pourra le faire qu'en annulant toutes les variables.

Une forme quadratique reéelle dé finie est dite positive ou négatioe, sutvant
que les carrés de décomposition sont tous positifs ou lous négatifs, Quelles que
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soient les valeurs réelles des variables, la forme prendra, suivant les deux cas,
une valeur 20 ou <o, et nulle seulement si toutes les variables sont nulles.

Dans une forme définie, les coefficients des termes carrés sont tous diffe-
rents de zéro : sl le coellicient de x7 était nul, la somme des carrés des coeffi-
cients de x, dans les formes linéaires de la décomposition en carrés serait nulle;
tous ces coefficients seraient nuls et 2z, ne figurerait pas dans ces formes linéaires;
elles ne sauraient alors étre indépendantes,

Ainsi les coefficients des termes carrés sont tous positifs ou tous négalifs
suivant que la forme est positive ou négative.

Le discriminant d'une forme quadratiqgne dé finie positive est positif : c’est
en effet le carré du déterminant non nul des coefficients réels des formes linéaires
indépendantes d’'une décompaosition en n carrés.

Si dans une forme gnadratique definie, on supprime les termes contenant
certaines variables, il reste une forme quadralique définie par rapport au.x
autres variables, d'ailleurs posilive ou négalive en méme temps que la
premiére. Il suflit de voir que cette seconde forme quadratique ne peut s’an-
nuler qu'avec toutes ses variables; sinon on déduirait un systéme de valeurs de
toutes les variables (en prenant zéro pour les variables des termes supprimés)
réelles, non toutes nulles et annulant la forme primitive.

Démontrons maintenant que si wune forme quadratique déjfinie tend vers
zéro, ses variables (réelles) tendent vers zéro, c'est-d-dire que l'on peut
trouver une fonctinn ©(¥) > o, tendant vers zéro avee y > 0, telle que

l F(.T1. LRI x”\) ] <|)/
entraine

|z | << e(y) (L —1,2 ..., n).

[

Résolvons en effet par rapport aux variables les équations
Py=v¢;, ..., Ppr=rv,,

ot Py, .... P, sont les formes linéaires de la décomposition en carrés.
On en déduit 2, ... x, en fonction linéaire homogeéne des ¢;.
Donc si l'on assujettit F a la condition {F| <y, les P; devront satisfaire

- I - : : .
a | Pyl < Vo, et par suite, d’aprés les expressions des x; en fonction des valeurs ¢,
des P, les «; satisferont & une condition

(x| < AV

ot A > o est choisl assez grand.
D'on le théoréme énoncé et la conséquence suivante

Si les varialles réelles sont assujetties seulement a la condition gu’itl y
en ait towjouwrs une au moins de module supérieur on égal @ x> o, la borne

inferieure 1 de U"ensemble des valeurs absolues de la forme définie ¥ est
posiiice.

[in effet, comme la borne inféricure d’'un ensemble de nombres jouit de cette
propriélé qu'on peut trouver dans I'ensemble une suite de nombres tendant vers
cette borne on conclurait, si I était nulle, que pour une suite convenable de
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systémes de valeurs

| rl -
xl...x); =x

T2y L. xXRoooah L

F tendrait vers zéro; d'aprés la proposition qui précéde, cela exigerait que tous
les zP(1 =1, 2, ..., n) tendent vers-zéro quand p tend vers l'infini, et cela est
incompatible avec la restriction immposée aux valeurs qu'on peut donner aux
variables.

Pour terminer cet exposé sur les formes quadratiques, qui, s'il est incomplet,
suffit & lintelligence du chapitre, ¢tablissons en quelques mots cette propriété
utilisée au cours du n® 14 que si les cocfficients "une forme quadratique
réelle varient d’une facon continue de sorte que le nombre des carres de
décomposition reste incariant, les nombres des carrés positifs et des carrés
négatifs sonl aussi invariants.

[in effet, 'équation en S aura toujours le méme nombre N de racines différentes
de zéro (N, nombre des carrés de décomposition). En vertu de la continuit¢ des
racines d’une ¢quation a coefficients variables, dans un voisinage (1) assez petit
défini par (0 —z, 0 +¢) de Loute valeur 0 de I'intervalle (¢,. ¢;) de variation du
paramétre ¢ dont diépendent les coefficients, les racines de I'équation en S seront
assez voisines de celles correspondant a 0 pour que les nombres de racines posi-
tives et négatives restent invariants dans le veisinage considéré. Considerons
I’ensemble des intervalles (0 —e, 0 4 ¢) correspondant 3 tous les nombres 6
de (¢y, ¢&;). Du lemme ciélébre de Borel-Lebesgue (), il résulte quon pent extraire
un nombre fini de ecs intervalles, tel que chaque point de (¢,, #,) soit compris
entre les extrémités de l'un d'eux ct 'on peut supposer que chacun n’est. pas
contenu dans un autre. Considérons alors ces intervalles Iy rangés par ordre non
décroissant des abscisses des exteémiltés antérieures. Deux conséeutifs anront. une
partie commune et par suite les nombres de carrés positifs et de carrés négatifs
seront les mémes dans ces deux intervalles. On en dcduit, en considérant la
chaine des intervalles, le théoréme annoncé.

(') Ce voisinage est V'ensemble des valeurs de £ commun & (¢, ¢) et (0—z, 8 4+ ¢).
{*) Ce lemme s’é¢nonce ainsi : « Si un ensemble d’intervalles est tel que tont point
de (¢, ¢,) est intérieur a 'un d’eux au moins (an sens étroit; c’est-i-dire compris entre
les extrémités, celles-ci exclues), on peut extraire de cet cnsemble un autre ensemble
jouissant de la méme propriété, mais comprenant sculement un nombre fini d'intervalles

——mr . e ——



CHAPITRE 1V.

SUR LES ACTIONS HEREDITAIRES COMPAREES EN BIOLOGIE
ET EN MECANIQUE.

I, Notion d'hérédité et sa traduction mathématique : 1. 1dée d’hérédité; sa
signification spéciale. -— 2, Equations de I’évolution de deux espéces avec
des hypothéses simples d’hérédité. — 3. Notions de mécanique héréditaire. —
4. Analogies. — 5. L’idée la plus générale d'hérédité et sa forme mathéma-
tique.

I1. Etude de la coexistence d'une espéce dévorante et une espéce dévorde
dans Uhypothése d’une hérédité invariable et linéaire : 6. Principe des
fluctuations. — 7. Propriétés de limitation pour ces fluctuations. — 8. Lois de
conservation et perturbation des moyeanes,

HI. Energétique héréditaire en biologie (cas précédent avee petites fluctua-
tions) et en mécanique a un seul paramétre: 9. Equation énergétique fon-

damecntale. — 10. Conséquences mécaniques et biologiques. — 11. Mouvement
sponlané en mdécanique el probléme biologique. — 12. Recherche de la pério-
dicité. — 13. Problémes avec hérédité postérieure a un certain instant et

générahsations.

Note mathématique : 14 Lquations intégrales de Volterra. — 15. Systéme
intégro-différentiel commun au probléme mécanique et au probléme biolo-
gique des petites fluctuations. — 6. Systéme intégro-différentiel du problé¢me
biologique général.

I. — NOTION D'HEREDITE ET SA TRADUCTION MATHEMATIQUE.

1. Dans tout ce qui précéde, nous avons toujours raisonné comme si
I'évolution future d’un sysiéme biologique était complétement déter-
minéec par la connaissance de son état acluel, ou si 'on veut, comme si
le passé n’avail pas d'influence. Mais rappelons-nous que, dans la mise
en équation de l'évolution d’un systéme biologique par la théorie
des rencontres, nous avons supposé que les rencontres, quand elles
n'étaient pas indifférentes entre individus d’espéces distinctes, avaient
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un effet immédiat se traduisant par une variation instantanée du nombre
d’individus; et si cela est légitime pourl'espece détruite, 1l n'en est plus
de méme pour celle qui profite de la rencontre; ct il est évident qu’au
contraire, 'effet favorable de la rencontre ne peut se manifester qu'avec
un certain retard. L’é¢tat d’un systéme biologique & un moment donné
semble donc bien devoir dépendre des renconires ayant cu lieu pendant
une période plus ou moins longue précédant ce moment; et dans les
chapitres qu’'on vient de développer, on a, somme loute, négligé la durée
de cette périnde. Il convient de tenir compte maintenant de Pinfluence
du passé.

On rencontre, en physiyue, dans I'étude de 'élasticité, du magné-
tisme, de l'é¢lectricité, bien des phénoménes analogues de retard, trai-
nage ou hystérésis. On peut dire que dans le monde inorganique 1l
existe aussi unc¢ mémoire du passé, comme la mémoire du fil de torsion
dont la déformation actuclle dépend des ¢tats antérieurs. Pour marquer
la distinction entre de tels phénomeénes et ceux de la mc¢canique clas-
sique, de la mécanique céleste ou, avec la plus grande exactitude, les
conditions initiales (fonctions et vitesses) déterminent Yavenmir,
M. Picard a qualifi¢c d'A#réditaire la physique des premiers phéno-
ménes ('). Ainst s’est introduit en mécanique ce mot d’hérédité sans
aucun malentendu possible sur sa signification.

Mais lorsqu’en physique Phérédité entre en jeu, les équalions diffé-
rentielles et aux dérivées partielles ne peuvent plus suffire; sinon les
données initiales détermincraient Pavenir. Pour faire jouer un role
a la suite continue des états antérieurs (infimité¢ de paramétres ayant
la puissance du continu), 1l a fullu recourir a des équations intégrales
ct intégro-différentielles on figurent des intégrales sous lesquelles
entrent les paramétres caractéristiques du systéme fonctions du temps
pendant une période antérieure a linstant considéré; on a méme
introduit des types plus généraux d'équnations aux dérivées fonction-
nelles. Les problémes d'hérédité rentrent ainsi dans ’Analyse fonc-
tionnelle et M. Volterra s’est déja longuemenl occupé de cette méca-
nique héréditaive dans ses Legons sur les éyuations intégrales et
intéegro-différentielles, puis ses Legons sur les fonctions de lignes
professées 4 la Sorbonne en 1912 (?), et récemment dans un Mémoire

(1) La mécanique classique et ses approximations successives (Riv. i Scienza,
vol. 1, 1go7).

(*) Ces ouvrages sont parus en 19°3 dans la « Coliection de Monograplies sur a
théorie des fonctions » de V. Borel. Dans le dernier chapitre de ce sccond Ouvrage sont
longuement développes introduction et I'usage de hérédité en mécanique el physique,
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du Journal de Mathématiques (t. VII, fasc. IIl, 1928), intitulé Sur
la théorie mathématique des phénoménes héréditaires; enfin dans
Vouvrage : Theory of functionals and of integral and integro-
differential equations, by V. Volterra (Blackie and Son Limited,
London and Glasgow, 1930).

Dans les phénoménes biologiques de coexistence d’espéces, qui ont
avec la physique héréditaire 'analogie des influences du passé, nous
emploierons encore les mots d’hérédité et d’action héréditaire, a défaut
d'un langage spécial. Mais on les comprendra dans leur sens nouveaun
qui n'a rien de commun avec la signification ordinaire c¢n biologie
indiquant upe transmission de caractéres d’un individu & un autre qu’il
engendre. Des exemples ne sonl pas rares de telles nouvelles significa-
tions d’'un mot: citons seulement la « lumiére » obscure des physiciens.

Aussi nous nous permettrons de qualifier d’héréditaires les phéno-
ménes biologiques ou la suite continue des états passés joue un rble
dans I’évolulion future. Nous allons nous occuper de telles questions, de
leur étude mathématique et montrer dans quel étroil rapport elles sont
avec ln mécanique héréditaire du monde inorganique, au point de vue
analytique surtout (').

2. Reprenons donc létude de deux espéces dans un milieu bien
délimité, I'une dévorante, 'autre dévorée (voir Chap. I). Pour la pre-
miére, dévorée, nous conserverons le raisonnement qui conduil &

Ny = ey Ny dt — v, Ny N, dt (&, o> 0).

Pour la seconde, nous avons été conduit en admettant que les ren-
contres aient un effet favorable immédiat, a I'équation

ANy == —— g No lt + ¥y N N it (€4, 12> 0).

Nous n’allons plus néghiger maintenant le retard de cet effet.

Admettons que dans la seconde espéce au moins la distribution par
dge des individus reste constanle et soit ¢ (£) d= le rapport du nombre
des 1ndividus d’dge compris entre § et £ + dZ au nombre total des indi-
vidus de cette espéce dévorante. Alors le nombre des individus dévo-

(') Nous reprendrons ici, avec plus de développements, la quatriéme partie du
Mémoire fondamental « Variazioni e flutluazioni del numero d’individui in specie ani-
mali conviventi » (R. Comitato Talass. It., Yenezia, 1g27) ol 'on s’occupe des actions
héréditaires en biolegie,
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rants ayant a I'instant £ un dge au moins égal a 9 est
—+ =
N’“)fe P(5)dE = Na(O)F(0)  (f2oet #0).

Parmi les N,(¢) individus existant a l'instant ¢, il y en a donc
Ny(t) f (¢t — 1) qui existaient déja a l'instant ¢ antéricur. Par la théorie
des rencontres, on voit donc que la quantité de nourriture en individus
de premiére espéce, absorbée pendant lintervalle (r, 4 dr) par les
individus de seconde espéce qui existaient a la fois aux instants 7 et 7, est

Y/(t— )Ny () Na(2) .
On peul admettre que cette nourriture crée un accroissement de
Y(t—1)dt Yy f(t—1)Ny(t)N,(2) dr (Y20 et &£ o0),

individus de seconde espéce pendant lintervalle (¢, ¢+ dt), de sorte
qu’en sommant ces effets supposés indépendants, il vient

. L

N (t) dt / bt —1) f(t— )N (7)dr.

l_/_w

On est ainsi conduit a remplacer la seconde équation différentielle par
'équation intégro-différentielle

¢
dN:Z—EgNg({t‘ﬁ—Ng({t‘[ F(J—T)NI(T)({T
(F2o0 et # o),

D’on le systéme d’équations de l'évolution des espéces

IN f o
g (‘(7?[ = Ne () [es—vi Na(1)],
§ qu e d
(1) —  Na() I:-—-sz—f—f F(t-—'c)Nl('c‘)cf‘:]
( ! o _
(F2oect = o0),

cas particulier du systéme plus symétrique

L ‘o , 1. ..

_C?—tl: §— Y1 Ng(t)‘_f l"l(\t_-:)l\ﬁ(':)dr I\ltt))
(2) CaN, [ ‘ |

‘z’(f_tzz _EQHEN,(c)-*f Fy(¢-—7) Ny () ds | Na(£)

(€1, 31, Vi, Y220; Fy20, FyZo, et plus spécial' v, >0, Fo= o
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qu’on peut encore écrire

an, | t . |
o a—m N,_,(z)_f Fy(=)Na(t —1)dz | Ny (2),
. ’ 0
(3) T . -
atﬂ 7: —Ez—}—"i’g Ni(t) +f Fg(T)Nl(t—T)dT Nz(t)
0 .

On peut d’ailleurs justifier autrement de telles éqnations pour notre
systéme biologique. Dans le Chapitre 1, nous prenions comme coeffi-
cients d’accroissement respectifs dans la coexislence, & —y, N, et
— &9+ y2 Ny, fonctions linéaires pour chaque espéce, du nombre des
individus de P'autre espéce. Pour tenir compte des actions héréditaires,
nous pouvons exprimer que ces coefficients d’accroissement a I'instant ¢
dependent, pour chaque espéce, de la variation antérieure de l'autre
espéce; et I'on peut le faire en ajoutant les intégrales qui figurent dans
les crochets.

Si nous admettons que le passé n’a d'influence que s’il ne dépasse pas
un certain éloignement et si Ty désigne cette durée d’hérédité, il n'y
aura qu’a supposer

Fi(e) )

Fal ) 5:0p0ur t 2T,

ce qui permet de remplacer

W L

¢
f Fo(¢—3)No(3)ds et / Fa(t—) N, (1) ds

par
¢ ¢

f IF,(t—1)No{t)dr et / Fo(t—1)Ni(t) dr
t—T

Ji—1,

ou bien

- =0 -+ oo
f Fi(z)No(t—=)dr et f Fo(t)yNy(t—1) de
0 0

T,
parf portant sur les mémes fonctions.
]

Dans tous ces raisonnements nous n’avons pas introduit, pour sim-
plifier, I'influence d’une espéce sur elle-méme quand elle devient trop
nombreuse ().

(') L’étude du méme probléme avec des coefficients d’amortissement comme ceux du
chapitre précédent a été faite par M. Brelot dans un Mc¢moire qui paraitra prochaine-
ment dans les Annali di Matematica sous le titre Sur le probléme biologique héré-
ditaire de deux espéces dévorante et dévorée,
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La premiére question qui se pose au sujet des systémes (1), (2) ou
(3), c’est celle de Vexistence des intégrales. Faisons sur le systéme (3)
les hypothéses suivantes : &, y,, €3, 73, constantes 2o; I, Iy, fone-
tions >0, continucs et telles que

] -t =
f Fi(x)ds, [ Fa(x)ds
0

<o

aient un sens, c’est-d-dire aient une valeur finte,

Supposons connues dans (~ o, t,) les fonctions Ny, N, assujelties
dans cet intervalle a étre continues, bornées et positives. Ou bien, dans
le cas de 'hérédité limitée ou Fy, Fy sont nuls pour 72T, on supposera
connues, continues et positives N, N; seulement dans (1, — T, ¢,).

Dans ces conditions, on peut démontrer que le systéme {(3) admet
dans (¢;, 4+ ) une solution formée de fonctions N,, N; > o et pro-
longeant contintiment les valeurs données, et que cette solution est la
seule dans tout wtervalle (¢4, ¢).

Nous renvoyons pour la démonstration a la Note mathématique en fin
du- chapitre et nous concluons tout de suite que la connaissance des
fluctuations des espéces pendant une durée égale a la durée d’héré-
dité suffit, grice aux équations admises, a determiner comple-
tement les fluctuations futures ().

3. Nous avons déja remarqué I'analogie des systémes biologiques et
des systémes mécaniques. Ainsi dans un systéme biologique conservatif,
la valeur de Yassociation reste constante, de méme que l'énergie Lotale
d’un systéme mécanique conservatif sans influence externe. De plus, 1l
y a pour les deux, au voisinage d’un état d’équilibre, des fluctuations
ou oscillations non amorles. Pareille analogie existe entre les systimes
biologiques dissipatifs et les systémes mécaniques avec frottement; 1l y
a diminution paralléle de la valeur de association ct de l'énergie méca-
nique et semblable amortissement des petites fluctuations.

L’analogie est plus marquée encore pour les petites {luctuations bio-
logiques et les pelits mouvements en mécanique dont les études se

('y Dans le Mémoire fondamental plusieurs fois cité par cxemple page 143, M. Vclterra
énonce et emploie ce théoréme d'existence en indiquant seulement ta possibilité d'une
démonstration. Dans la note en fin de ce chapilre cette démonstration est développée
dans ses détails. Elle ne présente pas seulement de lintérét pour 'équation intégro-
différentielle parliculiére a laquelle elle se rapporte, mais clle peut servir aussi de
modcle pour établir des théorémes d’existence dans le domaine des équations inégro-
différentielles, La remarque relative 2 'unicité est de M. Brelot.
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rameénent a celles d'équations linéaires. Pour un systéme biologique
conservatif oscillant au voisinage de I'état stationnaire (g, .. ., Gn) On
a abtenu, en posant

les équations linéaires :

n
krjr"‘dwr = E s g rYs
e !

f

qL v, .
S gy =0
1 o
- Brv2 = const,
o I b

équation analogue a celle des forces vives en mécanique.

d’on

et, en intégrant,

- . . L] A . » I
Pour un systéme dissipatif, cette méme quantité . Z8,v}, ou les B, sont

toujours les valeurs des individus des différentes espéces, irait en
diminuant.

De telles analogies se poursuivent entre biologie et mécanique quand
on introduit les actions héréditaires. (Uest ce que nous allons voir en
établissant d’abord les ¢quations générales de la dynamique héredi-
laire.

Prenons d’abord un systéme mécanique auquel s’appliquent les équa-
tions classiques de Lagrange qui seront, avec les paramétres indépen-
dants ¢y, ..., g, la force vive,

113 Yeugiai
i 5

le potentie] — Q des forces internes et les forces externes &, ..., 2,
fonctions du temps seul

d 7/ J7 T — Q) , :
o | —— — :Q e e .
(4) a’t(dq;> 37 ; (i =1,2,...,7)

Si les a;; sont des constantes et si
T
0 = = Z E bisqiqs
i x

avec des b;; constants, les équations prendront la forme classique de la
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théorie des petits mouvements

(5) Ea,sqs+zb“qs_2 (i =1,2,...,n)

et dans le cas d’un seul paramétre, I'unique équation
(6) ag"—i— bq:Q

Il s’agit de modifier ces équations pour tenir compte des actions hé:ré-
ditaires.

Prenons le cas d’un seul paramétre et supposons qu'a l'instant ¢
Iinfluence du passé agisse comme une force, dont on prendra, comme
expression, par analogie avee ce qu’on a vu plus haut

I

L'équation devient alors, si @ =1, cas auquel on se raméne par change-

¢ +
b{t—=)gqi=)d= ou f P{zyglit—=)dx () (P continue).
g

ment de parameétre,
4 —+ 30
(7) q"+ bg :f ¢(t—:)q(:)dt+ﬁ=f d(r)ygit—r1)ds + 2.
—w A

En supposant que l’hérédité a une durée limitée T,, c’est-a-dire si
®(t) = o pour v 2T, 1l vient

t

(8) ¢ +bg = f)q(f‘!dﬂuw—f P(r) gt —r)dr+ 2.

t—T,

Cette force supplémentaire est la résultante des actions élémentaires
®(t—1) g(r)dr relatives a 'intervalle antérieur (7, 74~ dt). Aussi
dit-on que 'hérédité est linéaire.

Ajoutons qu'on admet comme postulat fondamental que les actions
héréditaires tendent a retarder toute dissipation du déplacement ¢ (de la
position d’équilibre ¢ =o0), dissipation qui pourrait tendre i se pro-
duire spontanément (sans force externe). Si donc ¢ est resté positif

{—T . VY LR
dans (% °, t)a et s1 & > o de telle sorte (ue sans hérédité ni1 force

externc on aurait ¢ = — by <C o, 'hérédité devra augmenter g”, c’est-a-

(') Naturellement, on fera des hypothéses convenables pour que ces intégrales aienl
—~+ 2
un sens. On s’astreindra d'abord & cc que d (1) dv ait un sens.
v p
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/

v 0

dire que
{1

TO
D) g(t—r1)dt > 0.

Aussi supposerons-nous
2o et =o.

Comme on admet aussi qu'une action héréditaire est d’autant plus
faible, a égalité de déplacement ¢, qu’elle est plus lointaine, on supposera
que ®(7) qui doit tendre vers zéro quand 7— 0 est décroissante
quand elle n’a pas encore atteint zéro.

On admettra eofin que, si 'on a maintenu g constant pendant une

- 0 - - * , . ' *
durée { r.» 1l ne peat y avoir ensuite, spontanément, qu’'unce diminution
qQ

de la valeur absolue de I'écart 4. Par suite, comme a Iinstant ¢ final de
{: t — TGJ t)

on aura, sans force externe,
(—QO: t)

I'intervalle ?

=

(To
q"'=—gq b—f D(z)dx |,
¢

il faudra que

§ To
(—r—ac
{9) b—f Pit)ydy = m > a.
0

"’

Sinon a I'instant ¢, ou bien L > o et il y aurait déplacement avec aug-

mentation de [ ¢ [; ou bien
=+ oo
i
b—f (1) dv =0,
0

et comme q'-: o le postulat fondamental de la mécanique qui impose
le repos quand 1l n’y a ni vitesse, ni force initiale, exigerait ici qu'il n'y
ait pas de déplacement,

Aux propriélés de ® on adjoindra done

f To

Ptoe
(10) b——-f Pit)dt = m > o.
0

Il est naturel maintenant d’écrire les équations (5), (8) sous la forme

(1,
o
(11) gmg [ @) g(n)—g(t—n)) @5 = 2.
[
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L’'action interne peul donc étre considérée comme résultant de la
force —my proportionnelle au déplacement acluel et des forces héré-

ditaires
Q(=)[q(t)—qlt—7)]dx

proporl‘ionnelles aux exces des déplacements actuels sur les déplace-
ments qui ont eu lien pendant la durée de 'hérédité.

On peut généraliser tout ceci au cas d’un nombre (uelconque de
degrés de liberté; nous nous contenterons de renvoyer la-dessus au
Mémoire du Journal de Mathématiques cité plus haut, p. 143.

4. Rapprochons les équations obtenues dans les problémes biolo-
gique et mécanique :

{
AN . T . :
_(_}t_':[ Ejfy,N:(x)—f Filz)Na(t — )t N (6,
1]
(3) P
dN. . T
— =[__s._,+~{2N1(x)+f Faf2) Ny(t —r)dt]Ny(e)
0
(21, &2, Y1, 7220; F;20, FaZo; et méme v, >0, Fasz o).
et
-
i,
g -+ bg :f B(z) q(t—) du+ 2.
¢
Posons
- | + =
T, LT,
[ Fi(t)dt =TIy, [ Fo.iz)Ydr =T,
[ bl

N'J.: :Kl\ N.,:: €1

— =K,
voa+ I ‘ - v+ 1y

=7

qui correspondent a un état stationnaire.

En posant

N, N. .
Y/ =I“T—¢71- = = - 9’2_.
{4 K,

elles deviennent, lorsqu’on néglige les produits de lermes g, g comme
on le ferait pour étudier des petites fluctuations au voisinage de l'¢tat
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statlonnaire :
— j+w
d ! T,
b4 = K, —”.’1‘171——/1 Fy(t) qz(t—‘c)d'c]
dt | o
(Y1>o0, Fi20),
(12) { ,
- {+w
A [ T,
...._gz = K1 “rzq1+f }?2(1) tZ'(f_':) ({T]
dt 5 0

\ (Y220, Fa> 0 (cntre o et —— o, ou Ty).

D’autre part, en posant, pour I'équation de la mécanique,

'

4 = q1, q = ¢,

l’équation unique équivaut au systéme

dag.
=

(13) f+=
defs ‘T

4 —+—bq1=[ D) g1(t—)d= + 2.
1Y t 0

On voit ainsi que (12) et (13) rentrent dans le type

[+
A (W
-(-?q?i ey e O, (%) go(t—1)dv = @,
(I’i) 0 ]’-{-co
{ Ty
Cig—2+a:ql+f Doty g (t— 1) drv = 2.,
dt A
et aussi dans le type
/ f+m

;;E —+—B1%—+—f ¢’1(T)[g2(t-—1)—g2(5)]({1:Q”
0

b [ S [ qili—)— (0] = = 2,
0

On obtient le cas dynamigue (11-13) en prenant :

2, = o, ¢, = o, @ OU 3y =-—1;

—+ o
fa>> 0 ou az—i—{ Py (t)dr > o,

L))

avec ®,2 0, 2 o et décroissant tant qu'il n’est pas nul.

151
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On obtient le cas biologique (12) des petites fluctuations en
prenant

QIZQL’:O:
[+
! T
¢y Ol [‘-51— [ (I)[(T)({’>O (®1>0)’
i)
e
L T,
Zs OU .8.:_[ d,(t)dx Lo (®,< 0, # 0).
o

Terminons ce rapprochemeunt par une propriété fondamentale des
équations (14) ou (15) qui s’interprélera immédiatement en biologie et
en mécanique : c’est que si les fonclions continues ¢,, ¢, sont connues
dans Vintervalle (— o, ¢,) (") ou (ts— Ty, £5) 5'il y a hérédite limitée, et
les fonctions du temps 2,, 2, données continues dans Pintervalle (¢, &)
ol t, > t,, les @ étant également donnés dans (0, 4 ) (et nuls au dela
de T, dans le cas d’une hérédité limitée), les équations (14) ou (15)
déterminent d’une fagon unique ¢, et g, dans Pintervalle (¢, £)).

Nous renvoyons pour la démonstration a la Note mathématique en fin
du chapitre et nous tirons toul de suite les conséquences suivantes :

Si en mécanique, on connait les déplacements pendant une période
de temps égale a la durée d’hérédité et si U'on connait les forces externes
dans un intervalle de temps qui suit, on pourra calculer les déplace—
ments qui ont lieu pendant cet mtervalle de temps. Et ceci est vrai
d’ailleurs quel que sout le nombre de degrés de liberté, comme 1l est
généralis¢ dans le Mémoire précité du Journal de Mathématiques.

En biologie, dans I'hypothése des petites fluctuations au voisinage
d’un état équilibre, sion les connait pendant une période de temps égale
a la durée de Phérédité, les équations du probleme détermineront de
fagon unique les fluctuations futures.

5. Dans ce qui précéde, nous avons traduit les actions hérédizaires

(1) On suppose seulcment sur ces valeurs données avant £, et sur les & que
—+ -+ ¥
/‘ O (t)g.(t—7)dr, [l @ ity ds
LI ] v )

et les analogues en permutant les indices aicnt an sens et soient des fonctions con tinues
de 12 ¢,
wil)

C’esl ce qui aura lieu par exemple si les @ sont de la forme e (>0, | o] borné)

et si les ¢ sont bornés dans (— =, ).
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T,
0

f b(t)q(t—r)dr,
0

par des intégrales

ce qui, comme on l'a dit, revient & sommer les actions élémentaires pro-
venant de 'état ¢ (t — 1) pendant ({ — v — d=, t — 7). On peut exprimer
beaucoup plus généralement 'action héréditaire qui dépend de toutes
les valeurs de ¢ dans la durée d’hérédité. Cela nous ameéne a parler des
fonctionnelles ().

Imaginons qu'a toute fonction f(z) continue dans l'intervalle (a, &)
fim ou non, assujettie ou non A certaines conditions, on fasse corres-
pondre un nombre par un procédé déterminé, par exemple aire d’une
courbe représenlative, longueur s'il y en a une, éléments analogues
pour une fonction de cette fonction f(x), etc. Ce nombre z, corres-
pondant & la igne y = f(x), est dit fonction de ligne ou fonctionnelle
et I'on note

z=F[f({x)}

On peut imaginer que le procédé de correspondance est défini
méme quand @ et b ne sont pas fixés, mais quelconques, ou bien
assujettis & certaines conditions; et le nombre z correspondant a la hgne
tracée entre les abscisses a et b est une fonction de cette ligne qu'on
notera

s=7[ )]

Sous certaines conditions, on peut définir ladérivée pour un point z ==
de cette fonction de ligne, comme la limite du rapport de la variation
de z a celle de l'aire de la courbe quand on fait varter la courbe d’un
méme c6té (augmentation ou diminution des ordonnées) au voisinage
du point d'abscisse £. On note cette dérivée

b
Pl ree. g
a
On définit ensuite les dérivées successives
15
F(n)[f(x); Eiz e EH]

et I'on peut démontrer sous certaines resirictions une propriété qui

(1) Voir pour un expos¢ détaillé de ces questions, les Lecons sur les fonctions de
lignes citées plus haut, Chap. I, IL.
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généralise le principe de linversion de 1'ordre des dérivations d’une
fonction d’un nombre fini de variables, c’est-a-dire la symétrie par
rapporl aux lettres £, ..., ,.

Le développement de Taylor peut se généraliser pour les fonction-
nelles et ’'on démontre sous certaines conditions

b

a6) Flia)+vie] =v[ra)] + [

a

F [f(%), o veo e,
b &

~a ) [l veo v a e

[2]

et (extension du développement de Mac-Laurin)

b

an Flan] =vfo]e [F]on] v
—U‘!fabfabF"E. b B | W8 (8 ey

développements en sérics convergentes.
Parmi de telles fonctionnelles, les analogues des fonctions linéaires
seront du type linéaire

b b
(18) Fle@)] =< 0)+ [ @ia, b, YD,

obtenu en ne conservant (que les deux premiers termes du développe-
ment.

Etl'on remarquera que les fonctionnelles

'/_‘;‘1’(6—1:)9(':)61’1 = F(q_(i)),

introduites pour représenter I'action héréditaire sont justement de ce
type linéaire. On peut dire que I'on est conduit a la forme mathéma-
tique choisie pour I'action héréditaire, en développant cette fonction-
nelle, remarquant que le premier terme est nul si 'on veut que ¢ == 0
ne laisse pas d’hérédité, puis conservant seulement le terme qui suit et
enfin admettant que @, qui dépend de ¢ et 7, est fonction de ¢ — 7 seul.

La premiére opération consiste a faire une approxrimation ; la derniére
hypothése sur @ est imposée par cerlains postulats sur Uaction héré-
ditaire que nous allons bien préciscr,

Considérons donc un paramétre z d'un systéme dont la valeur au
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temps ¢t = x dépend de toute Phistoire d’un paramétre y = f(¢). Alors

s=r [0

On supposera f(¢) toujours inférieure en module 8 M et 'on admettra
que Yaction héréditaire diminue indéfimment avec le temps. Nous
énoncerons de facon précise ce postulat de la dissipation de Uaction
héréditaire en disant : si 'on change arbitrairement f(¢) dans (—eo, )
(mais toujours inférieure en module & M), tandis qu’on la conserve 1nal-
térée dans (z,, ), la valeur absolue de la variation de 5 peut toujours
étre rendue inférieure 4 un nombre arbitrairement petit, pourvu gu’on
prenne x — x, supérieur a une certaine valeur. |

51 quel que soit A, x, ()
Flrn] =rlac=m]

I'état de z en un certain instant sera déterminé par la fagon dont s'est
développée I'histoire antérieurement a cet instant; il ne dépendra que
de cette histoire antérieure et pas de l'instant lui-méme. Dans ce cas,

x
oli 3 est invariant pour toutes les translations de la courbe {_y = f(¢t) %,
on dira qu'il y a incariabilité de Uhérédité.

Dans bien des phénoménes d’hérédité, on peut considérer, comme
vérifié par I'expérience, au moins dans ses conséquences, que pour toute
variation périodique d'un systéme, une action héréditaire z fonction-
nelle d'un seul paramétre y est périodique et de méme période. Ainsi

s= |7 ] =¥lnd]

quelle que soit la fonction y = f(¢t) périodique de période T arbitraire.
On pent déduire mathématiquement que cette derniére condition,
appelce condition du cycle fermé, entraine l'invariabilité de 'héré-
dité (') (en s’appuyant sur le postulat de la dissipation de I'action héré-
ditaire). La réciproque est immédiate.

(') On l'appelle condition do cycle fermé parce que le point [y = fi{x), 5] déerit
dans le plan (¥ 3) une courbe fermée, périodiquement, quand & croit de — o & + =,
Voir la démonstration dans les Lecons sur les fonctions de lignes, Chap. V1, n° o.



156 CHAPITRE 1IV.

Lorsqu’on prend comme fonctionnelle F[f(xx )] ,

z:f' iz, t)f(1)dr,

il est aisé de voir que l'invariabilité de hérédité, équivalente a la condi-
tion du cycle fermé, se traduit par la condition que @ (, 7) est fonction
de (z — ) seul.

En cffet, I'invariabilité de I'hérédité se traduit par la condition

» r+h
[ e 0f@rdi= [ w@h 0 fc—h)dy

quels que soient x, A, f (7).
Et comme le second membre s'écrit

f‘ O(x ~+-h, =+ k) f(x)ds,

la condition devient
(19) fx[¢(x+lz, T+ h)—D(x, )] f(t)dt =0,

Cela devant avoir lieu quelle que soit f(t), il est nécessaire que, x et o
étant pris quelconques,

(20) bPx+h, 1+ h)—D(z,1)=0.

Sinon, soit 7, un point ou cette fonction de t ne serait pas nulle. En
prenant f(r) partout nulle, sauf au voisinage de 7,, on verrait qu= le
premier membre de (19) n'est pas nul. Ainsi nécessairement (20) est
réalisée quels que soient z, £, v. Cela signifie que ®(z, t) ne dépend
que de la différence x — 7.

I est immédiat inversement que si ® est de cette forme, 1l y a bien
mvariabilité de I'hérédité, car

x+h x
f (I)(x+}z.,1)f(-c—~}a)d1=/ ®(xz— 1) f(7)dr.

v o Lv'—

Ainsi, a partur de considérations tout a fait générales, de quelques pos-
tulats sur I'hérédité et une approximation, on retombe sur les hypo-
théses simples des paragraphes précédents, qui sont celles de I'hérédité
invariable et linéarre.
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Terminons par quelques propriétés de la fonctionnelle de ¢(¢t)
¢
(21) p{t):/f.(](f)'ﬂ'—f g(T)yb{(t—n1)dt

[k = const., ®(¢) donnée continue pour 20|,

D’une part, pour k& = o, il s’agit des fonctionnelles simples qu'on a
prises comme actions héréditaires, ct d’autre part, 'équation (21) pré-
cédente se pose dans des problémes de statique. PPar exemple ce pourra
étre I’équation donnant l'angle de torsion d’un fil soumis au couple ¢ (¢)
A I'instant ¢, et qu'on obtient en ajoutant & I'expression ordinaire £.q (¢)

une action héréditaire
I
f gty ®(t—n1)dr.

—_

Démontrons d’abord que si Pon connait p(¢) dans (¢, ¢,) et g(¢)
dans une période précédant ¢, et de longueur égale a la durée d'héré-
dité ('), Uéquation (21) déterminera ¢ (¢) dans Vintervalle (¢y¢,), avec
les conditions supplémentaires dans le cas A= o, que

d (o) # o; 4’ conlinue;
EO
p(%):f D(ty—=) q(~)dx.

En effet, 'équation (21) peut s’écrire
2 ¢
e(ty= L q(t) *L-f D(t-~z)g(z)d= —.-—f D(t—=x) q(1)dr,
— fll

(I)
otlf ® (¢t — 1) g(7) dr est une fonction connue de ¢, z(¢) dans I'inter-

valle (¢,, +- <) d’aprés 'hypothése sur la connaissance de ¢ ().
Ainsi

t
P{t)—z(t) = !fq(t)+f G{¢t—t)g(t)dr

ty
(') On fait sur ces valeurs de¢ ¢ (¢) et & Phypothése que f P{t—)q{*)dr ait

un sens et soit fonclion continue de ¢. Cette hypothése sera réalisée si par exemple & est
e(t)

de la forme T

(e > o0) avec | p(¢) | borné et si I'on suppose que dans (—oo, {)g(¢)
qu'on se donne conlinue est bornde.

fa
Ces hypothéses qu'on ajoute entrainent la continuilé def P(t—1)g(r)deL.
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et le premier membre est une fonction connue continue de ¢ dans (¢,. ¢,),
nulle st I'on suppose que

’0
e() Zf dity—z)g(t)dr.

_—

Cette équation intégrale de Volterra de premiére espéce si A =o, de
deuxiéme espéce si k 3£ o, fournit toujours ¢ (¢) dans (¢,, £,) (')

Ou remarquera que la variation de ¢(¢) a partir de ¢, ne dépend pas
seulement de p(¢), mais des valeurs de ¢ (¢) pendant la durée d’hérédité
qui précéde ¢,. Lorsque A® <o, il est facile de trouver, en suivant
M. Kostitzin (?), une infinité de solutions ¢(¢) de (21) quand on sc
donne seulement ¢ () a parur de £,. Il n'y a qu’a déterminer o tel que

t

ke‘”—ﬁ—f e*T Pt —)dt = o,
ou -

+
!1' ext —l f ellf"‘rl q)f\‘.\ r.": povnd ”J
!
ou

4 e
f\'—r-/‘ e=*Tih(<)ds =0,
bl

ce (u1 est facile avec 'hypothése A ® < o.

Alors si ¢(¢) est solution particuliére, g (¢) + Ce* est solution quelle
que soit C = constante arbitraire.

On a parfois a considérer le cas de Uhérédite postéricure a un ins-
tant t,, oule passé n’a d’influence que s’il n’est pas antérieur & un cer-
tain 1nstant £,.

Alors, au lieu de (21), on a

!
(25) p(t):/fq(!.)—*—[ gy bit—rye= (t21y).
bfn

S1 k £ o, cette équation de seconde espéce donne ¢, connuissant seule-
ment p; si k = o, il en sera de méme avec les hypothéses

¢’ continue; o(ty) == 0; bio) #£ o.

La remarque de M. Kostitzin ne s’app]ique pas dans ce cas.

(') Vour Note mathématique fin du chapitre,
(%) Sur les solutions singuliéres des ¢quations integrales du cycle ferme ( Recueil
Mathématique de Moscou, 1926, p. 41, et Compies rendus, 13 juin 1927, p. 1503).
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On peut auss1 considérer le cas d’une hérédité postéricure & t, et
en méme temps limitée. 1] suffit de supposer dans ce qui précede
immédiatement que ®(¢) est nul quand ¢ surpasse une valecur To; on
aura les mémes propriétés d’inversion.

Terminons par guelques résultats sur Uinversion de
14
(26) =g+ [ g(x)lt—3)dx,
to

ot @ n’est pas identiquement nulle. S1 ® >0, on dira que 'hérédité est
accélératrice; s1 ® <o, qu'elle est retardatrice. Or I'inversion de cette
équation de seconde espéce donne

¢
Ggit)— p(t)—uf s(Tyo(t—r1)dx.
oy

1

ou, s1 ® a un signe déterminé, ¢ a un signe contraire.

On exprime cela en disant que D'hérédité inverse d’une hérédité
retardatrice est accéléralrice et réciproquement. Mais si la premiére
hérédité postérieure a ¢, est aussi limitée, 1l n’est pas vral en général
que I'hérédité inverse soit limitée.

Pour ces propri¢tés de Véquation (26), ou les variations de g(t) et
p(¢) peuvent &tre quahiiées d’ « histoire primitive » et d’ « histoire
héréditaire », nous renvoyons 'a la premiére partie de la Note de
M. Volterra : Alcune osservazioni sui fenoment ereditarii (Rendi-
conti della R. Accademia Nasionale dei Lincel, aprile 1g29), ou est
développée cette question de I'inversion de (26) ().

II. — ETUDE DE LA COEXISTENCE D'UNE ESPECE DEVORANTE ET D'UNE
ESPECE DEVOREE DANS L’'HYPOTHESE D'UNE HEREDITE INVARIABLE
ET LINEAIRE.

6. Revenons au probléme biologigue nitial et tdchons d’obtemir les
résultats qu'on a trouvés au premier Chapitre avec des hypothéses
moins bonnes.

Nous partons des ¢quations (2) ou (3) qu'on peut écrire encore, avec

(') Vorr également Kvans, Rendiconti dei Lincei, a2 Luglio 1gr1.
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les notations I';, Ty, K, K,, introduites au n° 4 :

== N nM—K) o+ [ FeN—n— K],
(27) § - . :
2= N -r:(N-I#Kn—FjD Fa(z) [Ni(t—1) — K, ] d

Nous nous plagons dans les hypothéses (') précisées au n® 2 et
qui assurent l’existence unique d’'une solution de ce systéme; nous
ajoutons y, 40, Fyz=o [voir hypothése du systéme (2)].

Essayons d’étendre au cas héréditaire le principe fondamental des

fluctuations.
Montrons d’abord que, quel que soit « > o, il est impossible qu’a
partir d’'un certain moment

Ny— K, >z, et de méme [N.— K. > 2.

Supposons en effet qu'a partir de ¢, on ait par exemple

N, > K, 4 =.

Alors, pour ¢ > ¢, l'intégrale

~+ @
f F,(t)[Ny(t—1)~K,]dx
0

ou
t

[ Fo(t —T) [N {(z)— K] dx,

v —

égale &

¢

1 t
f Fg(t——-r)['_"{;(-:)——m]d-:—i—f Fa(t—=)[Ny(x)— K] dx,
f

[

est supérieure A

t Ly
af I?g(t—u:‘)({:—'uf Fo(t—1)[Ny (1) —K,;]ds
i —_

('} C'est-a-dire :
g ~ tantes 2 o;
1+ Yy By ¥, COBSLANLES Z 0]

-+ -+ @
I,, F, fonctions = o continues telles que f Fi (%) d:,f F,(t) dt aient un sens.
<0 0

Enfin sont supposées connues, continues, bornées et > o les fonctions N, N, dans

ppppp
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ou

al’g—i—f Falt —2)[Ny(7s)— K;— 2] dr.
Donc, pour ¢ > ¢,,

N, . i . .
77 > (va+Tp)e + F.(0 —)[Ni(m)— K,y

a]dr.

ZIH

-

Or, s1 B est une limite supérieure de N,(¢) dans (— o0, ¢,), la der-
niére intégrale est en module inférieure a

&
(B 4+ Kot ) Folt—1)dr

_—

ou
4= 2

(B + K|+ a) F.(z) d=,

t—1,

donc tend vers zéro pour { =} .
De sorte que, pour ¢ >> ¢, choisi assez grand (¢, > ¢,),

1 dN,
Na. ot

> > 0, puisque (v, -+ Is)a > o.

D’aprés cela, N, doit tendre vers - co.
A partir d’un instant asscz éloigné 6,, on aura done

Ny > Ky -+ a;

par un raisonnement tout pareil au précédent, mais effectué sur la pre-
miére équation, on verra qu'a partir d’un instant assez éloigné

I (JN-[
N, dt

— (n > 0),

d’ou 1l suit que N, doit tendre vers zéro, ce qui est contraire & I"hypo-
thése.

On ferait une démonstration analogue pour les autres cas de 'impos-
sibilité a partir d’un certain moment de :

N1<I{1—ﬁ, Ng>I(2"f"O’~ et N2< Kg—ﬁ.

Il résulte de cette propriété que chacune des fonctions Ny, N, ou
bien n’a pas de limite pour t == 4~ ou bien tend vers K, ouK,; elles
ne peuvent donc lendre vers zéro ou + co.
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On peut encore montrer facilement, dans le cas d’une hérédité
limitée, que N, comme N, s'ils ne deviennent pas au dela d’un certain
instant égaux ¢ Ky ou K, respectivement, ne peuvent & partir d’un
certain moment ne jamais plus prendre de valeurs d'un cété déter-
miné de K, ou de K, donc en particulier tendre asymptotiguement
vers Ky ou K,.

Supposons, en effet, qu'on ait, par exemple, A partir d'un certain

moment ¢,
N, 2 Ky,

Or, avec une hérédité de durée T,

+ = To
[ Falti[Ny(t—1)— K] dr = Fo(t)[Ni{(t—=<)—K,]d=

vy 0

et a partir de l'instant ¢, -+ Ty, N, (£—17) reste au moins égal a K, quel
que soit 0 St<Ty; de sorte que pour ¢ >¢, + T, I'intégrale est 2o et

. TN ’ . . . .
arsuite ——= <o: alors N, ne décroit pas et doit donc avoir une limite
p dt — ! p

égalc & K,; mais alors

-+ &% 'ITO
[ Fi(z)[Na(t—1)—K,] -::j Fi(z) | Na(t—1)— K, ] o
o 0

devient et reste <o & partir de I'instant ¢, 4 2'T,.

De la premiére équation (27) on déduit alors que pour ¢ assez grand

N . . : .
‘—Jg‘- est 2o, de sorte que N, ne décroit pas et doit avoir une limite égale

a K,. Par suite, a partir d’un certain moment, N, <K, ce qui, vu
hypothésc initiale, impose que N, finisse par rester égale a K.
On ferait des raisonnements analogues dans les autres cas.

Observons maintenant que, si I'une des fonctions Ny, N, est a partr
d’un certain moment égale 8 K, ou K,, 1l en est de méme de l'antre.

D'o1 la conglusion :

Lor pes rLucTusTiONS (hérédité limitée). — Si les espéces ne sont
pas stationnaires & partir d’un certain moment, elles ont des fluc-
tuations indéfinies, N, Ny traversant une infinité de fois les
valeurs K, K, correspondant a U'état stationnaire.

7. Ajoutons quelques propriétés de limitation pour ces fluctuations.
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D’abord, des équations

“aN, | To | |
g T.;-:L Myl q‘—f Il‘. )V {— )d’c Nl(t'),
(28) < - . .
N, 1 o 1.
7t —-= —52'—",—"'-_-1\-1'4:—-[ Fg{\':)lelC'—T)a’T Ng(t),
¢ | 0 ]

on déduit aussitdt

N 7+ €1,y

d’ou, pour deux instants £y, ¢z (£, < t.),

. N, (L) £y fy—14) Ny (L) —Ey( gty
(29) UI)<~‘3 N:(t,)>e ol tym—ly)
Il en résulte pour 1 —<21¢,
N. f} - ‘4»(6 -
183 < est Na(£) > e T (= >0);

N((— > M=o

T, T,
Fi(t)No(t—2)ddz £ N-_.(_t)f Fi{z)es" dx = enTe No(6)I,
I}
T, T,
f F ()N (t—) x> No(8) | Fa(z) e=3% dz > e—To N, (¢)Ts;
\ v0 <o

d’ou
Nl_l%z g — 11 Na( &) — e®:To I') Nu (1),
¢t, par suile,
Elg‘fj ; > esilttn e—{rre® uFl)f:Nnm at
;»éfﬂ) > el gl vure” T““‘)-fzzih'.(r) dt-

D'aprés (29), en négligeant les cas od 'un au moins des & serait
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nul ('),
4 7y _ eEalf— 1
N:(t)dl<N:(t:)f esiu’“t" dtZNg(t!)_"——'_j
t ty f2
ty ty I @—Ey ty—1y)
Ni(t) (l’t>N1(f2)f G_El fi—b(_]! = Nj(l:) ;
¢y ly f1
d’ou
) Egflg—iyt
M > oSty 8_(~|-,.+cE=TuI‘1] e 11 Nylfy)
{31) tilh) %
|
) - _ g —E f!,—f,"
2 gzgt:? > e ly—{y e(nr!+e_c1Tuj‘2) 1t 31 Ni((fa}:
= (1)) o ’

d'ott 'on déduirait aisément des limitations plus simples, mais moins
bonnes.

Il est facile de tirer, de ces diverses inégalités, des propriétés des
extrema utiles dans la suite. D’abord, pour les extrema de N, ultéricurs

at+T,, ona
T,
=N [ FR) Nalem sy s =,
0

d’ou, grice a la premiére inégalité (3o0),

0 5 e — Vi Na S el Ny,

€1 &
oy
1

1PN

N,

AN

(32)

Y- efalel’y

le signe égal n’ayant lieu que si Fy= o0, comme dans ce qui précéde.
Retenons en particulier pour la suite que pour les instants des extrema
de Ny, N, est limité inférieurement par un nombre positif.

D’autre part, pour les extrema de N,, on a

Ty
EZ_‘YZNI—/‘ 1?2(7.:)1\{](5"“‘1)(_?’_:0.
bl H

Or, d’aprés (29) et (31), on a pour 0<7<T,

vy R eTe g .
(v, 18Tl @ Nlt)

Ny(t)e =TI Ny (1 —x) << N\ (t)e £

D’ou, pour les extrema de N, postérieurs a ¢t,—+ T,,

£ opay ataTo—
(Vl_f_eagrcl 1) Ng'(‘

Ny(t) e 8Tl < ep—va Ny ()<< Ny (&) e € I\

(+) Dans ces cas-14, on ferait un raisonnement analogue avec des conclusions de méme
forme (34) et (33).
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d’ou, en posant

e&aTo_— 1
B2 (- enholy ) =,
€3
EB - EQ
33 N, () > -
( ) Y"_*_ eﬁ—v\.{lnl‘! o~ 1 - ,\:‘2____ eE_.l.\if 1

On en déduit que pour tout extremum de Ny (postérieur a ¢, T))
moindre qu’un nombre positif donné B

(33') TR R —

"i’z - 65-"“ 11-_)

nombre posit{fﬁxe et en particulier pour les extrema au plus égaux

ﬁ K‘)’
N (2> £ ‘ ezt
N () > — — ol m —=

LS -.'_,2 e eEiHﬂl s 2o

pls

Enfin, remarquons encore, en vue de la suite, que si N,(8) est un
extremum ('), on aura dans Uintervalle 8§ — T,<t<8

(34) Na(#) < pa No( ) (p.= e%Tv indépendant de 0),
Si N, (9) est un extremum (1) de N, on aura dans lintervalle
6 — T, <t<h, d’apres les inégalités (31) et (32),

= efaTo—g ¢
(vitefele)

N, () <N;(0)e BT

¢’esl-a-dire
(35) Ny(8) < pu Ny (8),

ol p, est un nombre > o indépendant de 6.

8. Abordons/('étudedes moyennes, dansles hypothéses qui précédent
(hérédité limitée). De

1 AN,
N, dt

:El

1N [ F(t =) Na(n) ds,

& t““To

on déduil par intégration entre un instant fixe quelconque ¢, et un autre
Ly tel que t, > o+ T,

Nalt)
Nt) e (fi— 1) — 1 ’ N.(¢) dt

fo
1 !
——f (ftf Fy{t—xyNa(7) de.
1 To

¢

(36) Lo

(') Extremum postérieur a £;-+ T,.
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Transformons cette intégrale double. Comme F, est nul quand
Pargument surpasse T,, on peut l'écrire, en remplagant une limite
variable par une limite fixe,

I
r_.,f dzf F (t— 1) Na(z) d=
te—To

et la décomposer sulvant

" 4 ' 1
I=J dtf Fi(t— =) Nafl=) dr —1—[ (Hf Fo(t—<)Na(z) dr.
to to—T, te e

Mais grace a la formule de Dirichlet ('), la seconde partie peut s’écrire

21 fy
f N.(T) (:":f Fi(t—=)dt
A T

f ty—=
fN:(r)a’rf Fyit)de

< 4 f,—T

H—T, fi—= t 1
-—f ARORY BT A ROTCY B AOY
1) H—T, 0

D’autre part, la premiére partie de I s’écrit en permutant les variables

ou

ta
f Nolz)ds [ rl(t—r)d{
To

On a pu ainsi séparer I, et N, pour obtemir
p P P

tﬂ
I = f N ( )0"/ ¥
T,
ty—T, ty— t, (y—=
+f Nz('c)a’tf l"lf';')({E +f Ng(':)d’:f F,(£)dE.
t, 0 ty—T, 0

£y f;—7
f P (f—1 il = f F,(£) dZ,
fy .

-—

f4—T

) dt

(') Elle est relative A I'intégration d'une fonction de deux variables dans un triangle
rectangle, d’hypoténuse la bissectrice ) = z et de cotés de I'apgle droit paralltles aux
axes ¥y = a et x = b. Elle s’¢crit :

b xr b b
f dx/ Fix, y)dy = f dyf iz, y)dxz.
41 v a ol y
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dans lequel ¢, — T, <o<¢y est au plus égal a Ty; d’autre part

ty—%
f F (&) dE,
1]

oi tySv2t, — Ty, donc £y — > T, est juste égal a T',; enfin

f Fo(E) dt,
Q

ou t,— Ty<v<¢,, donc t, — t<T,, est au plus égal a T,.
D’oun il résulte :

t ti—T,
I=r1[51f Ng(r)dr-i—ﬁgf Nz(r)fft+f N.(z) a’t],

to—T, fH—T, o,

o

ou 8, 6, désignenl des nombres de I'intervalle (o, 1).
Par suite,

t, iy 4 l
=T, [e’f No{t)dtv—(1— 6,) [ N.(1) de + Nz('t)d":J .
¢

G“Te - ti“‘Tn ty

Soit B une limite supérieure de N, (¢) dans U'intervalle (¢, — T, ¢,) et
supposons qu’a I'instant ¢;, N, passe par un extremum au plus égal & un
certain nombre M, fixe, de sorte que dans I'intervalle (¢, -—T,, #,), on
ait, d’aprés (34),

Ny < Po M.

Alors

I '
R S ST I CEPED)
- ' Ill

de sorte que l’équation (36) devient
N, (¢ f

(37) l”g%ij?ri;)) = o (f&— ) — (y1-+- I'1) [ N.(t)dz + 8,
1] 4[ N to

ou S est en module bornée par un nombre indépendant de ¢,, pourvu
que cet instant corresponde 4 un extremum de N; au plus égal a M,.
En divisant par ¢, — ¢, il vient

S

t— t,

1 N () 1 “4
log " = e, — (4 T N.{t) dx -
t-l—fu Di\l(t“) 1 il ])tl'“to -{ ) -

[ ¥ to

Quand ¢, tend vers <o en restant extremum de N, borné par M,,
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N, (¢,) reste supérieur & un nombre fixe (voir équation 33'), donc
f

lim ——— [ Na(z)ed= =

fi—== tl__ZUl.'(n ~fll_-+_1l

£y

= I(g.

On ferait & partir de la seconde équation fondamentale un raisonne-
ment tout pareil a celui qu’on vient de faire sur la premiére. D’on lalol:

Lot DE cONSERVATION DES MOYENNES (hérédité limitée). — Pourchaque
espéce, la moyenne du nombre de ses individus entre un instant
quelconque et des instants successifs tendant vers - et pour
lesquels cette méme espéce passe par un extremum au plus éegal it un
nombre fize arbitraire, a une limite (dite moyenne asymptotique)
indépendante de Uétat initial, et méme des fluctuations pendant la
durée d’hérédité qui précéde, lesquelles déterminent les fluctuations
Sfutures. Cette limite est la valeur qui correspond a U'état station-
naire ().

Terminons en indiquant l'effet d'une destruction opérée sur les
espéces, qui ferait varier &, et ¢, sans altérer les autres constantes et
fonctions. Comme au premier Chapitre on remplaceraite,, ¢; pare, — a,
g4+ B2, a,3 caractérisant les modes de destruction et ) son intensité
(e, By 22 0). D’'aprés les valeurs des moyennes asymptotiques,

€s £y

I( = —3 Kg I ———
] Y2+ I T Vi
on conclut comme au premier Chapilre :
Lol DE LA PERTURBATION DES MOYENNES. — 8¢ {'on détruit les deux

espéces uniformément et proportionnellement au nombre de (eurs
individus (la premiére assez peu pour que, seule, elle puisse encore
croitre), la moyenne asymptotique croft pour Uespéce dévorde et
diminue pour Uautre.

Si 'on ne détruit que P'espéce dévorante (« —= o, 3£ 0), sa moyenne
asymptotique ne varie pas; celle de I'autre augmente; si’onne détrait que

(') Lorsqu’on introduit des termes d’amortissement, celui de 'espéce dévorée n'étant
pas nul, mais l'autre pouvant I'étre, on peut établir, d’aprés M. Brelot (voir M{moire
cité page 143 en note) que, dans le cas d’existence d’un état stationnaire, les fluctuations
sont bornées et la loi de conservation des moyennes (ou loi des moycnnes asympto-
tiques) est vraie avec le sens primitif plus général de moyenne asymptotique, Et cela
sans limiter ’hérédité, d’ailleurs.
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I'espéce dévorée, la moyenne asymptotique de celle-ci reste invariable,
I’autre diminue.

Nous étudierons plus loin le cas des petites fluctuations qui mettra en

évidence l’impossibilité d’une périodicité dans les phénomeénes hérédi-
taires.

III. — ENERGETIQUE HEREDITAIRE EN BIOLOGIE (CAS PRECEDENT

AVEC PETITES FLUCTUATIONS) ET EN MECANIQUE A UN
PARAMETRE.

9. Nous partons des équations indiquées au n° 4, avec hérédité
limitée ou non :

{ A o
(dgtl +ﬁ1?>+f Ty gt —=)—qa.(t)]d= = 2y,
. 0
(38) . o
dq;Z ""[3:‘71“"[ L. gt —) — qu()] v = 2y,
_ Jy

oua @, @, de signe constant ou nuls, de modules décroissant tant qu'ils

I L] 1
sont 7 o et tendant vers zéro avec -, enfin donnant un sens a

s -+ w0
f D, -, f D.(1) T,
0 0

seront de plus supposées pourvues de dérivées continues.

Avec
2,= o, $, = o, 3 =—1, 39 > 0,

P,<o0, o (croissant tant qu'il n’est pas nul),

on oblientles équations du probléme dynamique, ¢, étantle paramétre ¢,
et ¢, son dérivé,

H +:o
g -~mg—-—f Vgl —T)—gqit)]adr =2
(11)
( {m =3, bD=—10d,).
Avec
66\,.-']:0(’2::-:()? (],.>(). (I)-:<0 et ﬁﬂ,

J,-f iIJ}( ) dz > o,

13=—~f Ty (5)ds € o
U]
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on obtient, avec la condition supplémentaire de décroissance pour @, et
®,, hypothése aussi justifiée qu’en mécanique, les équations (12) du
probléme biologique des petites fluctuations.

Nous allons d’abord déduire de (15) ou (38) une équation analogue
a celle des forces vives en mécanique,

Multiplions respectivement par — ¢, ¢, et ajoutons, il vient

At

31919\ — B1g29a+ q'if by ()| g (t— 1) — q:1(8) ] dx

0

e
—g [ NGt —0— (0] di= 2.4 — 2.4,
1}

ou
d | s Yo o.q 1 [TF . V2
p7 5529:—53192—210‘ Q. (i [ (t—7)—q1 (1)) dr
5 [ cr’lm[qz(t_ﬂ—qz(r)]*d-c]
V)
== [ welat—D—a0]gi - d
{
+ f By(1) [qelt — ) — g2 ()] gy (£ — ) d=
0
+2:91 — 2173
Or

f By(t)[qi(t—)— qu(t)] g (¢ — ) dx
== I‘f“‘h(r) L gl — ) — qu( ) de
2./ . det 1! :

-+ @
= eiat—9—a@rd,
(1]

grice 4 une mntégration par parties.

De méme

[ emat——a(u)]g (=) ds

2

=1 [ @@t —g0rds



SUR LES ACTIONS HEREDITAIRES COMPAREES EN BIOLOGIE ET EN MECANIQUE, 171
En posant

1 I

— 20
L8] D I
(39) 9=;He‘1f—“£§31?3—';f C, () [q1{t—7x)—q1() 2 d=
: Q

-+ %fo D, () [ g2t —1)— ga{t) 2 dr,

1’

i

(40) 0= [ HEnt——aor

-+ o
._é. [ Q);(T)[qi(tm—t)—“—qi(t)]gd'f’

e/
: Y s . ’ t,
on peut éerire l'équation énergétique fondamentale

(41) 3’;"“9=Q29'1*"5219'2-

10. Plagons-nous d’abord dans le cas du probléme mécanique.
L’équation s’écrit
de ,
[ notations relatives a (11)}
avec

4w
(42) 8 = Eg?—:ﬁémgi—héf Pt glt—tYy—g()JPdr 20,
‘ ° o)

—+ =
(43) a=1 [ @@ig(t—m—q(n)Pdigo,
B 1

et ces quantités ne peuvent étre nulles que dans le cas d’équilibre ¢ = o.
Appelons

1 3 v . ’ ro.
S q't= L, energie cinétique,

I a
- ng" -

+ »
5 [ D) [g(t—r)—q{)Pdr=L,, énergie potentielle.
0

=

et @, somme des deux, 'énergie mécanique E,,.
La forme intégrale de I'équation énergétique

t ¢
B—-—@D——-f Q dt =f 2q' dt,
fy to

ou le second membre est le travaill £ des forces externes, donne I'iné-
galité
Ep—(Em)s £,
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(égalité seulement pour I’équilibre), ce qui s’énonce :

S’il n’y a pas équilibre, le travail des forces externes dan; le
passage du systéme d’un état a Uaulre est supérieur a la variation
d’énergie mécanique, c’est-a-dire a la somme des variations
d’énergie cinétique et d’énergie potentielle dans le méme passage.

Si ce travail est positif, on peul dire qu'il ne se transforme jamais
complétement en éncrgie mécanique et, s’'il est négatif, que I'énergie
mécanique ne se transforme que partiellement en travail mécanique

externe.

[4
Cherchons a interpréter la quantité f £ dt. Nous dirons, au poini de
f

vue de 'hérédité, que le systéme revient aux conditions initiales a
I'instant ¢ s1

gt —1)=qitp—=) quel que soit = dans l'intervalle (0. — ) ou (o, Ty},

c’est-a-dire si 'on passe des états antérieurs a ¢, & ceux antérieurs & ¢,
pour la durée d’hérédité, par une simple translation dans le temps.

Alors, s1le systéme revient aux conditions initiales, I'énergie méca-
nique reprend la valeur initiale et pendant le temps écoulé les forces
externes ont effectué un travail égal &

t
e [ Qdt2o (£ os'il n'y a pas eun équilibre .

Lto

14
Cette quantité — f Q dt estdonc le travail dissipé quand on revicnt
fa

aux conditions initiales. Bien remarquer que nos diverses dénomi-
nations d’éncrgie ne sont que des définitions; mais elles sont compatibles
avec les principes de I'énergétique.

Passons a {'interprétation biologique.

Alors 3, > o, 3, << 0, de sorte que

I L1 .
53:‘]7—"5 By¢3<0
Mais
—gf Co{t) (g1t —)— g () ]2 =
i}
et

)

S wEnt—— g0
0

2

sont 2 o, de sorte qu’on ne peut rien dire sur le signe de .
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Au contraire,

I

—f i) [g2{t—=)— g2 (D) = Lo,

2

—+ @
[ Bl — ) — a2,
0

de sorte que
Q<a.

Les intégrales précédentes ne peuvent étre nulles que si g,, ¢,
sont constantes, donc nulles d’aprés les équations fondamentales
ou Qo, = %2 == 0.

Ainsi

0

— - Q=0
dt ’

ou £ <T o en dehors du cas stationnaire, tandis qu’on ne peut rien dire

du signe de @, L’équation montre que © est décroissante quand I'état
n’est pas stationnaire.

11. Allons plus loin dans I'hypothése 2, =2,=0 commune au
probléme biologique et au mouvement sans forces externes ou
spontané.

On voit d’abord que puisque (57? = qu est néga if dans les deux cas,

en dehors de I'équilibre, ® est décroissante. Donc :

En dehors du cas d’équilibre mécanique ou du cas biologique
stationnarre, il y a impossibilité d'un mouvement spontand pério-
dique ou de fluctuations biologiques périodiques.

Il est immédiat en elfet que si ¢, ¢, étaient périodiques, O le serait
aussi avec la méme période.

De plus puisque dans un mouvement spontané @ =E,, est positive
et décroissante, {'énergie mécanique décroit.

Mais @ est alors bornée; son expression

4= a0
8 = %q’2+r7-zq2+éf P(t)[{qlt—)—g(&) 2 dr
) g
(m>o0;db2o, £0)

montre que | ¢ | et | g'| seront donc bornés.
Enfin, d’aprés cette méme expression, on voit que si |¢/(¢,)] et
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to— T . e
tg(7) ] "__m"grg to ; sont assez petits, la valeur initiale 8, de ® sera

arbitrairement petite; done, pour ¢<¢,, |g(¢)] et [g'(¢)| qu sont au
plus égaux a ®<O, se conserveront arbitrairement petits. G'est en ce
sens qu'on peut conclure & la stabilité de I'équilibre pour des déplace-
ments antérieurs trés petits.

Rien d’analogue ne peut étre dit pour le cas biologique, od @ est la
somme d’une quantité négative ou nulle :

—[l=sgeinn]  Gu—g>0)

et d'une autre positive ou nulle :

2

S Al .
~f0 (1) [g:(t—7)— g2 (D] dw

R B S RO P R A 2L

2
(‘bh - q’.‘lz 0)-

el

On ne peut faire un choix des valeurs dans la durée initiale d'hérédité
pour que |q,||q.| restent arbitrairement petits; ni méme affirmer
que | g.], | g2| resteront bornés.

Dans notre étude des petites fluctuations biologiques, il nous faut
donc conserver I'hypothése que les fluctuations restent toujours
petites.

Montrons maintenant qu't! résulte des équations (38) avec
Dy =23=0,B,f23%£0, que q, et q; admettent des moyennes asympto-
tiques nulles, s'ils sont bornés en module.

En intégrant entre ¢, et ¢;, il vient

Uy

& -+
gi(t)— g, (tg) + By q:(t)dt+f a’tf Gy (1) [ga(t— 1) — g2(8) | d= = 0.
fo 0

{o

/y ls “+ =
q2(8) — q:(te) + B2 | qu()dt '+‘f d‘f P2 (7) g1t — =) — qu(H)] dv = 0.
5 0

3

En divisant par ¢, — ¢, tous les termes, puis faisant tendre ¢, vers +- o,
on obtiendra la conclusion cherchée si Von peut établir que les quo-
tients par ¢, — t, des intégrales doubles tendent vers zéro.

Considérons done

J=[° ’d:fo b1 (1) [ ga(t—1) — ga ()] =,
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qui s’écrit aussi
[ i
= [Ca [ we—Dlam— g é
it o g

Elle se décompose suivant
I3 ¢ 1, ¢
J:_[ galt)dt [ Pt —1) s +f dtf D (t—1) ga(7)dr,
i t —®

Lo —_
(o bl ke [

ot la premiére partic peul encore s’écrire, grice au changement de
vartable t —t=u —1¢,

fy —+
J,:—-—[ Gt t) (‘ft[ b (e —1) du.
'y 't
Pour séparer dans la seconde @, et ¢,, nous la décomposons :

21 fy ty t
Jp = [ :h’f (b,(tmr)q:(t)rft+f _n’tf D (t—7)gal(t)d=
[0

~ — oty

et la formule de Lejeune-Dirichlet rappelée plus haut (§8) nous permet
d’¢crire la secondc partie

fy 4 £y t
f dr D (t—=) ga(T)edt =f q._,('c)d'cf D, (t—T)de
t <z o T

¢

ou, en changeant de notations,

!l tl
g2 () dtf D, (v — ) du,
{

vty

intégrale qui se réduira avec J,.
Il vient done pour J

ty + ¢y L)
J:—f gg(t)dt[‘ tIJ;(u——t)n’u—i—f (ﬁf P, (t—1)g.(z)dx.
! v E, to —®

Comme | ¢,|, |g:! sont bornés, il suffit d’établir que

ty +» ty ra
[\ n’t[ P (10 —1)du f rf[[ b (t—1)ddx
<t s t i

! ’

0

1 &y £y — 2y

tendent vers zéro quand ¢, tend vers - .
Or, les numérateurs de ces deux expressions sont égaux, car 1ls
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s'écrivent avec des changements de variables évidents, respectivement

—+ oo

£y —+ oo £
f dtf P, (z)dx et f dt ¢, (w)du
, ty—t ty t—t,

et 1l suffit de faire ensuite dans le premier le changement de
variable ¢, — = u — ¢, pour obtemr

4y - a0
f (fu.f D, (<) d=
to u—ty

qu1, aux notations prés, est la seconde intégrale.

Etudions donc
& —+ 0
f dtf $) (u) du,
¢ ¢

° —

+ o

La fonction de ¢: 0, (u) du tend vers zéro quand ¢ ~> - w. Or on
t—1q

sait que, si une fontcion continue dans (¢,, + ) a une limite nulle
pour ¢ = —+oc, sa valeur moyenne dans (¢,, + ) tend vers zéro quand
t - -+ o0, c’est-d-dire qu'il ¥ a une moyenne asymptotique nulle comme
la Iimite ().
I &y -+ oe
Par conséquent, t——?—f dlf ®,(u)du— o quand ¢, - + .
1ty

PRy

11 en résulte que ¢; admet une moyenne asymptotique nulle et 'on
ferait une démonstration analogue pour ¢;.

Comme conséquences, le déplacement et sa vitesse ont, dans le pro-
bléme de dynamique héréditaire sans forces externes, des moyennes
asymptotiques nulles. Quant au probléme biologique des petites
ffuctuations, on trouve que les espéces ont des moyennes asympto-
tiques égales aux valeurs de l'état stationnaire.

Car

t

tl 1 f;
f y — 1 4 —“ ) — Kk, = K f
tl—fu_/ro' I\l At = f— ¢ [ l\;([ ql_] df—l\q_ : I\'l Pp— [ q‘ld{g

Ou{n I.-[u

(') Soit en effet M une limite supérieurede | f(¢) | dans (¢, + o}, étant donné ¢ - o,
on peut trouver ¢,, tel que ¢ 2 ¢, entraine | f(*)] < e. Alors, pour ¢ > ¢,

¢
‘—foL fit)de

) t—1
Donc, si M tl s

I

(M (t,—t))+e{t—t)] <<e+ M
t—to

<

tl— to
2

_tﬂ

< g, c’est-a-dire £ > ¢+ y la moyenne enire ¢, et ¢ sera

Mt —1,)
3

——

[}
en module inférieure 4 2. On conclut immédiatement.
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I b I b
N: ({f: l(:+ K: q: [{f
—_ t,— ¢
tl t{) ¢ 1 0 ly

]

¢t de méme

On retrouve ici, pour les petites fluctuations, mais avec une durée
d'hérédité limitée ou non, un résultat établi pour des fluctuations quel-
congues, mais dans 'hypothése d’une hérédité limitée, et avec un sens
restrictf de la moyenue asymptotique.

On vient d’¢établir que ¢, ¢ ont des moyennes asymptotiques nulles.
Mais comment se comportent ces quantités elles-mémes pour t = —+ ?
Dans le cas au moins de I’hérédité limitée pour le probléme biologique,
on établirait tout comme au paragraphe II, que les espéces ne peuvent
tendre asymptotiquement vers l'état stationnaire que s'il y a équilibre
au moins & partir d'nn certain moment, ce qui signifie pour les peltites
fluctuations, que ¢, ¢, ne peuvent tendre asymptotiquement vers zéro
autrement qu'en étant nulles & partir d’un certain moment. Il n’en est
pas de méme dans le probléme dynamique. Montrons en effet qu’on peut
choisir les données initiales, c’esl-a-dire les déplacements pendant la
durée limitée d’hérédité, de fagon que ¢ et ¢’ tendent vers zéro asymp-
totiquement en restant différentes de zéro. Il suffit de voir qu’on peut
satisfaire a I'équation (11) sans second membre (£ =o, mouvement
spontané) en prenant g(¢)==e"%(z >o0). La substitution donne en
effet I'équation en z

e g — /‘IR(D(_":) (e**—1)dt = o.
<y
Le premier membre est une fonclion continue de z, égale & m> o
pour z = o, et tendant vers -— o quand z tend vers +-o0. De sorte qu'il
¥ a au moins une racine positive. D'ou la proposition.

12. Etudions maiutenant le cas od, dans les équations (38},
g1, ga seratent périodigues et, tout d’abord, harmoniques

(44)

() =a,sinw{—+— b, coswi
{ g, () ! 1 (02 0),

Ga(2) = @y sinw? + by coswt

En substituant dans les équations (38), il vient :
& weoswi— b wsinwt + 3 (a; sinwt + by cosmt)

~+
A—f P, (z)[ a,sinwtcoswt — a, coswt sinws
0

- ba coswit coswt = b, sinwf sin wz

— a,sinwt— b, coswit]dr =2,
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et une seconde é([uation qui se déduit de celle-c1 permutant les
indices 1 et 2.
Ordonnant en sinw¢, coswt¢ et posant

- -

+ o
f ‘I’i('!)a’-:::l‘jg f P (T)cosmt a7 = vy, f d, (1) sinwt dt = 54,
0 0

0
Nl —+- + o
f b, (t)ydv=1,. f D, (<) coswT it = Ya, f D, (7)) sinwt dv = 9y,
0 v ~y

1l vient
Q.= A, sinwt+ By cosuwi,
.= A.sinwt+ Bscoswi,
avec
A= — wb, +(S—T - a,—+ 61 b,
B, = wa, — T, Cta + (B— 1=+ Y41) ba,
(42) A, =B, —Ta-va)a -+ 7.0, — wb,
B, = — g, =Ly 0+ ) €tu

D’oa ce résultat en mécanique, que s le déplicement est harmonique,
la force sera également harmonigue avec la méme période.
Cherchons si l'on peut satisfaire aux équations (38) & seconds membres

. © A , = 27 '
harmoniques donnés constants ou de méme période — avec des fonc-

. .o 3w N
tions q,, ¢, harmoniques constantes ou de période —- Le probléme
revient a résoudre le systéme (43) avec w2 o (w = o0, cas des seconds

membres et fonctions constantes) par rapport a a,, b,, a., by. Le
déterminant de ¢es inconnues

0 — Bi— T =7 g,
A w 0 — Jy B1— I =+
- Pr— 24 71a Oa O —
— Ta pr— Lo 72 w a

se met aisément sous la forme

A=[a (B—Ta47Y2) +02( 3 — T =1
+[(Br—T1+ 1) (=T 72) + 02— a3, ]2,

Il est facile de voir que dans les deux problémes dynamique et biologique,
il n’est pas nul. Cest évident si w = o, car alors A =(3,3.)?5£ 0 dans
les deux cas. Supposons @ > o et remarquons alors que o, (ou a;) est
différent de zéro et du signe de @, (ou @,) si cette fonction n’est pas
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1dentiquement nulle, son module étant alors décroissant tant qu’il n’est
pasnul (!). Alors, dans le cas dynamique, A se réduit a

[— a2 [ (32Tt )+ w22

et n'est pas nul puisque 7, 3£ 0.
Dans le cas biologique, les deux crochets ne peuvent étre simultané-
ment nuls; car si le premier est nul, on tire, puique 7,3 o,
By —T+-7y 32— T+ 7

_——— —_— )\ ﬁni,
T Ta ’

-~

d’ou en portant dans le second crochet
wW— (22+4-1)0 0,
quantité qui est positive puisque
5,120, Ty <O,

d’on
515,50,

(1) Soit @ (t) 20 dans {0, + « ) d’'abord > v et décroissante tant qu’'elle n’est pas
nulle, Montrons que

—+ =
f D{¢)ysinwtdt ol w>o0
<0

est positive. Il suffit de voir que
2R+ T
4]
[ P(t)sinwi dt (K entier 2 o)
JoK T

(i1

est positif si dans l'intervalle des limites de I'intégrale ®(¢) n’est pas partout nul.
Or

2 KR+117 ' PR+17 2 K417
0 ™) w
/ Pit)sinwtdt = d(L)sinwt dt =+ D) sinwt dt
VeR TR . :’_l_\__'r‘ 2Rh+1) %
) {t) [5)]

c’est-a-dire, puisque cette seconde intégrale peut s’écrire

2K -1 T

[

Tw

— rll<u+3) sinwu du,
3 0
Tw
2K+ {(2K+1'%
i 13}

f PTit)sinwt dt:f (tI)(t)—tb(t—f— I)] sinw¢ dt,
SRR VafT ; ©

To Tw

d’ou I'on conclut aisément.
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Nous pouvons donc conclure que pour une force externe harmo-
nique donnée, il n'existe qu'un déplacement harmonigue et 1l a
méme période que la force; et dans le cas du mouvement spontand
comme dans le cas biologique, il n'y a pas d’autre solution harnio-
nique que U'équilibre g, = q. = o.

Passons au cas de fonctions q,, q. périodiques quelcongues; en vue
des raisonnements & venir, nous préciserons que 'on suppose qu'elles
possédent des dérivées troisiemes continues; de sorte (') qu'elles seront
développables en séries de Fourier dérivables une fois terme a terme .

Y
‘ g1 () :E [af sinpwt -0 cospwt].

(46) ( o
( ga(t) 22 [aif sinpuwt—- bf cospwi],

p=a

avec la propriété de convergence des séries

Eqaff l 2i1)<,f";. Ep!c't':’"l, ZPW{’\

et des sérics analc)gues avec l'indice 2.
IEn substituant dans les écuations (38) il viendra

b

2, = [AYP sinw? -+ B coswi],
p=0
-
2, :Z [AY sinw! -+ B coswt],
p=0
avec
AP = — pub == [3 =Ty el - 3P b,
y BF = puwal — o af ~ |3 —=T-= v }0F,
PN AP =t lap - e bp - pebdh
Bf = —sfap r[Jh—Te=yP0r - puaf,
ou

) —+
VP = [ D, (7)) cospuwr =, TP = f D, () sinpws dr,
0

LY ] L5

—+ + w0
v = f P (7) cospuwsds. s =f G () sinp ot ds.
L7 ¢

(') Voir PicArDp, Traite d'Analyse, t. I, Chap, X, 3¢ édition.
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On conclut en mécanique que si le déplacement est périodigue
(et posséde une dérivée quatriéme continue), la force externe est
périodique et de méme période.

Enfin, en raisonnant comme plus haut pour le cas harmonique, on
conclut que, pour une force externe périodique (et développable en
série de Fourier), il n’y a qu’un déplacement périodigue (ct satisfai-
sant aux conditions de dérivation), qui est de méme période; et dans le
mouvement spontanc comme dans le cas biologique il n'y a pas
d'autre solution périodique (avec les hypothéses initiales sur¢,, g,)
que U'équilibre ¢, = g, =o.

Ainsi se trouve démontrée par une autre voie I'impossibilité de la
périodicité (voir, n® 11). Ajoutons quelques propriétés du mouvement
périodique & force externe périodique Z o, cest-a-dire du cycle
periodique forcé.

Alors le systéme revient aprés chaque période aux conditions initiales
au sens précisé, au n° 10; et le point de coordonnées (¢, 2) décrit pen-
dant chaque période le méme cycle.fermé. Le travail effectué pendant
une période par les forces externes est positif (n°10). Pour le calculer
en fonction des coefficients des développements (46) de G1y oy 1l est
simple, au lieu d'utiliser 'expression

27
Tt
— / Q dt,
L[] v n
d’opérer directement.
Ce travail est

aq
T

£ =/0‘ L)y q' () de,

ou
27
E‘—{-w -+ 0
I . S R
£ = [ Z [AY sinpwi-+ B cospwf)z [al sinput - b cospwi]de,
Y0 p=o ==
el puisque

Qlar Niern X oary, Y, Dbt Nplap

convergent, donc aussi

Miarn iy,

on peut développer sous le signe fet intégrer chaque terme. Grace aux
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propriétés bien connues d’intégrales de fonctions trigonométriques, il
vient

-+ oo
T P gl P P b P
e =N apap+Bpop),

p=09

ce qui donne d’aprés (47) et en utilisant les notations correspondant au
cas dynamique

-+ ot o
(48) P2 = 1:2}9% [alm 2+ [ DWW ]2 Ef d (1) sinpuw ds,
Wy
0

ot a?’, b'P sont les coefficients du développement de

-+ ®

q 22 [afp) siupmt —+ bir COSPUJI].
0

Dans le cas particulier du déplacement et de la force harmonique,

(49) q(t):asinmf-;—bcoswt:Gsin(zﬂ:%—*)

(G, amplitude; T, période; ¢, phase), on trouve pour le travail,
- oo
ﬁ:n(_aﬁ—rbﬂ)f d (<) sinws dr.

et comme G*=a?-+ b?, on conclut gue le travail est proportionnel
au carré de Uamplitude, dépend de la période, mais non de la
phase et est une fonctionnelle du coefficient d’hérédité. On verra
encore aisément qu’en posant

- x - 2
m—-—f D(1)ds —i—f d(t)coswidr — wi= Il cosy’
0 b

—“+ o
f ¢(z)sinwt dv = Hsing’,
U

hY

ol
H>o0, o<o'<r,
il vient

2 = GH sin(zn%-&p—%—q:’),

£ = nG?H sing".

Enfin, sil’on change ¢ en — ¢, c’est-a-dire si '« on invertit les oscilla-
tions de déplacement », cela équivaut a changer ¢ en = — ¢ dans 'expres-
sion (49) de g; donc le travail ne change pas.
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13. On peut se proposer les problémes de mécanique et biologie
héréditaires qui précédent dans le cas d'une Lérédité postérieure a un
instant t,.

Dans le cas biologique, 1l faudra remplacer dans les équations (2)

les intégrales
¢

{
f Fl(z*‘*—*T)Ng{it)({T, ‘[ Fz(tMT)Nit‘\T)C{T

t t
[ Fy(t—x)N,(7)dr, f F.(t—1)Ny(7)d~.
!

L%
'fG L]

p:’.l[‘

Il y aura peu a modifier au raisonnement qu'on trouvera dans la
Note finale du chapitre (n® 16), pour étre assuré de I’existence unique
d’intégrales, correspondant aux valeurs (nitiales positives N,(¢,),
Ny(¢,) (seulement pour Finstant ¢, et non plus pour une période le
précédant).

Nous avons fait plus haut (§11) une étude du probléme biologique
avec hérédité¢ limitée. Dans le nouveau cas que ncus examinons, il
suffit, si I'hérédité n’a qu'une durée T, de se placer & I'instant ¢, + T,
pour pouvoir utiliser par la suite les résultats de I’étude du para-
graphe II.

En ce qui concerne le probléme dynamique, ou le probléme biolo-
gique des petiles fluctuations, il n’y aura qu’a remplacer dans les
équations communes {14) les intégrales

+ = ¢
f Di(t) g (t—1)dr :f Dy (t—7) galz) s,
0 —_— N

~+ o L
[ emat—na= [ e aed
0 —

par

¢ t

f@i(t—'c)gg(':)d'c et /‘(I)g(t——’t)g](—»)(??.
tto

U(D

Une légére modification a un raisonnement mathématique qu’on trou-
veva au n° 15 permettra encore de conclure a I’existence unique d'inté-
grales correspondant a des valeurs initiales ¢,(¢,), ¢4(¢). Et si
Phérédité est Iimitée, on se raménera aussi & 'étude du début du para-
graphe III en prenant une nouvelle origine des temps aprés une durée T,
égale & la durée d’hérédité et pendant laquelle on notera les {luctua-
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tions; il est alors inutile de refaire une étude en ce qui concerne les
propriétés générales dans un avenir assez éloigné.
11 est d’ailleurs facile de déduire des nouvelles équalions

. d t )

__q_£+alq:+f (pi(t"—1>92(‘1)d1:91’

T 5

(50) p )
__,rgz “+ A g+ f (i =) qulz)dr = 2,

\ il

une équation énergétique fondamentale analogue a (41).
On les écrira

r t—t, . t—t,

dg. , .

g, L“ﬁ“f () dx ’ff Py () [q:(t—7) — galt)]dz = 2y,
0 ] 0

dq, [ N

A Al l~[o‘

On fera la combinaison 2,4, — 2,4, et 'on trouvera, par un calcul
analogue a celui du n° 9, I'équation de méme forme

(—t,

‘1):(1)(1'-.W -J-f Q. (O qg(t—<]|—qi()] dr = 2.
) 0

. 8 .
(51) T;‘“Qi: 2.9\ — 219,
avec
. (—1, .
(52) 8, = -gq7 ac.z-—i—f b.(7)dt
4 o 0 .
T t—t, .
— —q3 0‘1—1—[ D i(t)dr
2 i Jy )
. t—t,
[ e gt — ) — g0 o
0
N |
—Ef Q:(7)[qi(t—1) — g ()] d,
0
. t—t,
(53) o= ;[ @t g0
0

2

- () [t — ) — gi(0)]F

I 1 ,
— ;9? B, (t— ty) - ;‘?3 D, (t—1y).

On partirait de ]a pour faire une étude trés voisine de celle développée
plus haut.
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Dans le cas dynamique (1) en particulier, avee Péquation

¢
g + bg——f P(t—)g(x)di=2
tﬂ

-
[b >f P(t)dz>0; D2o, ;0:,,
T

il vient comme équation énergétique

o |1 I
— | — 2 - — | 2
{54) dt[zg +2(6 [ lIl('r)d'r)g
t—t

_TW_I f Q(I)('T)[g(tm:)—q(t)lz r.ft:,

1]

{— 1,

t_to

.y e :
¢’est-a-dire —m—’ — 82y = 2¢' ot 'on a encore :
9-1 20, £2| g 0.

Il est intéressant d’introduire la force interne
!
(35) o(6) =—bg [ D(e—7)g(x) d=.
2

L'inversion de cette équation intégrale du type (26) donne

4
—bg(i=p()+b [ Yit—m)p(s)ds (820, #o)

ut.

185

1 O — g L —t) = g,

c’est-a-dire 'histoire du déplacement par I'histoire de la force interne.
Mais, si pour les déplacements on suppose 1'hérédité limitée, il ne
s’ensuit pas en général que pour la force interne il en soit de méme

(voir n® 5).

L’introduction de p permet de donner unc équation énergétique du
méme type (51), mais ou figurent dans ©, et ,, au lieu de q,qetd,

I
¢y pety.
Eerivons l’équaliou fondamentale

(36) g"(t)—o(t) = 2(1.

(') Yoir V. YoLTeRrRA, Alcune osservazioni suwi Senomeni ereditarii, § 11 (Rendiconti

det Lincel, aprile 19ag).
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d’on
(57) ¢ —q'e=2q.

Or de
t— 1y
—bq:p(t)+bf Y(t)p(t—r)ds,
0

on déduit en dérivant

[—t,
by =) b [ W)= ) de o b ) ok,

w0
d’on
t—t
—bgo=erbp(0) [ WD P (E—R) s+ bpt) p(6) b — ko)
0
Or,
t— 1,
ety [ b(m) g ()
—1t, t—1
= [ aoet—n = die [ 4@ U =) [ — st =) de
o vg

La }_n-emiére partie peut s'écrire

f_"l_f
del 2./,

et la seconde

(—t,
w(t—1ty) % (ta)

l\:|—-

LP('-).o?(ef—-f)a"r]

t—1t, o
A P B O

2

{—1,
= Lyt at — sl [ W= — (0],

Q

de sorte que

, 2 h[ Y b zﬂ!"‘, ) ‘
—bg'p= —,‘ P“*‘; [- V() pAt—=)dx
WA |
b b o
— v Q(t—1t,) 2?2 (tr,)——-—tglt—t,,\[ a{ty) — ()]
b 1,
L e el — e (0 = b 4= ) p(p ()
o
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ou, en réduisant,

, d b il ‘
— bq P:;{}[é.ﬁ‘f‘;f 4‘('—)?2(5—7)“’1]
b il - b
—5 [ W= — s dv o+ (e~ 1) 92 (0.
0

L’équation (57) peut donc s’écrire
R dl1r , 1 p2 1
(JS) CTI[:Q —I—Ez)—%—z‘/o‘

|

c’est-a-dire

t—t,

Mﬂﬁu—ﬂ&]

o | -

t—t,
I Mﬂhu—ﬂ—MﬁPﬁ~%Mb—MﬁUﬂ=9%
O ,

en posant
I—1,

q'2+§%+lf (=) p*(t—x)dr 2o,
a

£—1
I

o
o= [ WOl —n—sokd— - o),
et dans le cas ¢ <o réalisé au moins sous certaines conditions (voir
Note, loc. cit.), Q2 sera <o comme 0, et comme lui non nul en dehors du
cas de I'équilibre.

Pour terminer disons un mot des généralisations a faire. Nous
n’avons étudié, dans ce dernier chapitre, que la dynamique a un seul
paramétre, et le cas biologique de deux espéces, seulement quand l'une
dévore Vautre. Ce n’est qu'un début d’une théorie héréditaire générale.
En ce qui concerne la mécanique héréditaire & plusieurs paramétres,
nous renverrons aux références déja indiquées, et plus spécialement pour
I'énergétique, au Mémoire précité du Journal de Mathématiques, ou
I'on déduit, des équations fondamentales,

M

t
(59) ¢ b"‘?f:Zsj I'i(t—r=)gs(t) dr + @, (i=1,2...., 1)

1

et grice a certaines hypothéses sur les Fy;, des considérations énergé-
tiques et des propriétés analogues a celles qu'on a données dans le cas
d'un seul degré de liberté.

Quantaux problémes généraux de biologie héréditaire, généralisant
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ceux des irois premiers chapitres par 'hypothése d’hérédité, 1] resterait
a compléter étude du cas de deux espéces, puis & considérer n espéces
coexistantes. En procédant comme au n® 2, au moins quand il n’y a
que des espéces ou dévorantes ou dévorées, on obtient des équations

du type

at

-_—

de "I - ! b ] - T + P
= 5,1-1—2 Drs T\_,.({)-'r[ Pt — )y Ng(z)ydt [NL(8)
] s .

(9=, 2% ..., It)

qui ne différent des équations (16) du Chapitre Il que par l'introduction
des mtégrales.

On pourra étudier ce systéme dans le cas ou un état stationnaire st
possible; on est conduit 4 examiner le cas particulier des petites fluc-
tuations pour lequel, avec des simplhfications souvent employées, on se
raméne & un systéme linéaire, peut-on dire, par rapport aux fonctions
inconnues. 1l ne semble pas que 'on puisse étendre a ce cas, au moins
d’une maniére immédiate, les développements correspondants du cas de
deux espéces, et qu’on puisse rapprocher les équations des petites fluc-
tuations, des équations (59) de la mécanique. Mais, en renongant au
principe des rencontres, on pourrait, avec une méthode un peu différerte,
obtenir un systéme d'équations analogue, mais qui se préterait a des
calculs d’énergétique comme dans le probléme dynamique.

NOTE MATHEMATIQUE

SUR CERTAINES EQUATIONS INTEGRALES ET INTEGRO-DIFFERENTIELLES.

14. Equations intégrales de Volterra (1). — On appelle équation de Vol-
terra de seconde espéce, I'équation intégrale du type

N
o(x) = lt(:;l’)-.—'f Kz, £)u(s)ds.

ou la fonction inconnue wu{ ) est supposée, pour simplifier, continue dans (a. &},
tandis que ¢ (z) donnée est aussi continue dans cet intervalle et le noyau K(a, &)
continu dans Je champ a <t <x S 0.

(') Voir une étude approfondie dans les Legons sur les equations intégrales de
Volterra (Gauthier-Villars, 1912).
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On démontre que "équation a une solution unique de la forme

a2
wiz) = :.:(a:;w—J S(a, £)e(E)dE,
a

ou S est fonction continue de («, £) dans le méme champ que K,
D’ailleurs 'inversion de cette seconde équation redonne la premiére.
On appelle équation de Volterra de premiére espéce, équation intégrale

T

o) :J K{a, E)uiz)ds,
¢

ol la fonction inconnue est w{x) qu'on supposera continne dans {a, &),
On supposera le noyau K continu dans le méme champ que plus haut, possé-—

I

dant une dériveée U'_E continue dans ce champ, enfin tel que K(x, 2}  o.

En supposant de plus ¢(x) donnée continue dans (a, &) telle que o{a) = o,
I’équation admet une solution unique. On le voit immeédiatement en se ramenant
3 une équation de seconde espéce par une intégration par parties. Posant

U
0(r) = f w(E) dE,

P'équation intégrale équivaut a

1IN
. . A T
s{a) . 1z e
Sy — 05y s
Kix. x) o Koy

qui fournit () qui s’annule pour » = a et dont on déduit u(z) = 0'(x).
Quant aux systémes d'équations intégrales de Volterra, on appelle systéme
de dewxiéeme espéce

fl
. NS e
ep(X)=uplr) -+ 2 Kpe(a, E)uglt)
1

-
g1

(fe=1.2..... 1),

ou les fonctions inconnues w, et les données ¢, sont supposées continues
dans (a,&). Les noyaux K, sont continus dans le champ a <g<x <5,
Il y a une solution unique

i

Uplae) = gp(x) + f 2 S,

fr—
=

CRIEMIN:

5]

“a

dont I'inversion donne réciproquement le systéme initial.
On appelle systéme de premiére espéce

Fi
N
QP)}(_LZ’)::‘/\ Z‘I-\ﬁ;;\.‘r) E)z’g(g)d?&
i

o
g==t

avec, tout d’abord, les mémes hypothéses sur les données et inconnues.
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On supposera de plus ¢, et K, continues et de dérivées continues dans le
champ; enfin

;,’,(C’I)ZG
et
Kz, ) Kin(x, 2)
.................... _?_#0
| K:zi(x; .I') hnn(-r .Z')

On peut alors se ramener a un systéme de seconde espéce et voir ainsi quil y
a une solution unique.

15. Sur un systeme intégro-différentiel, relatif aux équalions (14)-(15)
dun® 4. — Le systéeme (14) rentre dans le type plus général

| n

\ T,(_{_) :?_ [1\,‘_,-(‘5).1‘5(\f)+.] F“(t—-:)tr_\.(—.)dtJ — yilt)

(L=1.,2, ..., 1),

ou les Ay, Fy, y; sont des fonctions connues supposées continues, Ay, y;

dans (4, 4), Fi dans (o0, &+ )., Ftudicns la résolution en supposant donnies

continues les x;(¢) dans FPintervalle (— e, ty) (). On supposera seulement
4

que ces valeurs sont telles et les Iy, tels que les / Fis(t— ) xs;(7)dr soient
v —n

des fonctions continues de ¢, ce qui aura lien par exemple si les F,; sont de la

25 (1 )

Jit+E

forme [eis>> 0;] 9i] borné] et les | &, (¢)| bornés dans (— =, ¢,).

La resolut:on du systéme intégro-différentiel équivaut alors & celle du systéme
d'équations intégrales :

! i
. | :
2i(t) = x;({ )mf Ais(t)rs(n) ed=
¢ . Z‘S is
——f r]"’[‘ erl-—t\x¢1)(f1—hf yilv) dr.

0 e 30

f d"f Fi(f—r) () dr

1

t to
Faf S e nion
le Yo l s
t 3 ’f‘
—!—f iz [ z Filf— 1) (1) =,
o wi, -

_—_ B

(') Dans le Mémorre précilé du Journal de Mathématiques (1923), la méme étude
est faite dans le cas de I'hérédité limitée. Ce cas est compris dans I'¢tude du texte oti il
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Le premier terme est connu d'aprés les données des x; antérieurement a 4.
Le second est I'intégrale double de

T

E, Fis(&
)

1

étendue au triangle limité par la premiére bissectrice £ = t et les paralléles aux
axes F = £, 1 =1¢,. 11 peut donc s’écrire aussi, en renversant 'ordre des intégra-

/ ¢
/‘d—;f Fiolf—=) ay(x) ol
/ "1 t
/ z a:s('r)d’rf Fig(§—7) ds.
vy J T
1

M

SERCY

tions.

ol

De sorte que le systéme s'écrit

n

¢ f t
. N . P
_;rft_!(,J-—-/‘ -~ f Z Fi(E—)x(r)dx —f yi(=)ds
vt Ve m T 3 fs

7 t
— --Q‘;‘l”ti} i f ax L’:)[\h(t) +f F. (E—:)“’E] d
v(o ES : v t

1

!

sous la forme d'un systéme de Volterra de seconde espéce, puisque le premier
membre est connu ainsi que

¢
Aiss) = [ Fulz—s)de.
On en conclut qu'il y a une solution unique dans (¢, ).
16. Swur le systéme intégro-différentiel du probléme biologique

(ns 2 et 6). — Nous étudions le systéme (3) aux inconnues les fonctions
continues N, N, :

f {7N.1 [ RS - 7]
e A AT df F, (=) Ny(¢—z)de | N (2),
3y 4 X h :
dN, : " : 1
_dt_‘ 2= | — 20 Va 1\..1(15)—1-—( F.(z)N,(t—=)ds | Na(2),
| 0 -

avec les hypothéses suivantes : g, vy. £a, 72 CONStantes >0 : F;, F; fonctions 2o

Yo

n’y a qu'a supposer les F, nuls pour tZ T, pour éire dans le cas de I'hérédité limitce,
et en remarquant qu'il suffit alors de connaitre les x, antérieurcment a t, seulement
dans (t, — T, &,).
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A ] -+
/ Fy(7) =, f [Falt) ol
0

0

continues et telles que

aient un sens, et nous désignerons par I, I', ces valeurs finies positives ou
nulles.

On suppose connues dans lintervalle (— o0, ¢,) les fonctions Ny, Ny sur lesquelles
on fera de plus I'hypothése que dans cet intervalle elles sont dornées (et conti-
nues) et positives. Dans le cas relatif a I’hérédité limitée ob F,, Fy sont nuls
pour ¢2 T, il suffira de connaitre N,, N, dans (¢, — T, )

Nous allons montrer comment sous ces conditions le systéme {3) admet dans
(tg, -+- @) une solution formée de fonctions N, N; prolongeant contintiment les
valeurs données, el toujours positives; et que, de plus, dans tout intervalle
(4o, t1) 1l N’y a pas d'autre solution que celle-1a.

Montrons d'abord que si Ny, N, définissent une solution dans ( z,, £y ), ces fonc-
tionsy sont positives. Comme elles partent de valeurs positives N9, N3, H suffit de
voir qu’elles ne peuvent s'annuler. Or de (3) on déduit pour tout intervalle (25, t)
ou elle ne sannulent pas

N ‘T + i
]og_% = 51_711\'2(5")—./‘ Film)Na(t— ) d= | dy,
N 6t L 0 i
N tr . .
IOgN-.} == — &2 - Va N1|Z'Z)-+~f (=Y Ny (t—x)ds | de,
L 2 to B 0 |

et le second memibre est borné en valeur abselue pour St S e,

Si donc Ny ou N, s'annulait dans (¢,, £,), soit 0 le premier zéro de celle qui
s'annule la premicre; quand ¢ <4 tendrait vers 8, Pun des deux au moins de

N, N. . : : : :
log—N—‘i, ' ]Og:'\l_.(! tendrait vers — oo, ce qui est incompatible avec le fait que leurs

expressions précédentes déduites de (3) sont de modules bornés. Notre probléme
est done équivalent A la recherche des solutions positives de

1 ({N . 4w . | \
N‘; -;{—2—1 o El—‘(l }N:(t)—lfo‘ I'[{T)N:(l T) ({T.’
T ({N: ’ i -+ i T B —
N-_; dt %‘—*—;2‘:--,21\1(:) : i F:(u)l\l(t ~Jf{n.

ou bien de

4=z
log %f Zf & — Y N:(J)—[ Fi(w) No(t =) dr | dt,
L i ), [}

0 L. 0 i
N! l'ﬂ ) . ) 1\' . —r-:cI: - V _ ?-‘| {
]C’gNn: — & — 12N () = (7)) Nyt —=)as | dt.
2 tw L tn N

Il est donc équivalent de résoudre [c’est-a-dire de chercher des fonctions
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continues dans des intervalles (£, ;) ou (ty, + %) ct salisfaisant au systéme ]

o o -
f l 31-—'3'1N2m—' FyiT) Ny &7 dTJ it
Ny= Nye¢ fo o
i ot
[- [_EJ+Y= Nyt+ ' FoT)Nj(t—T) (f’-j, di
N, =Ny e ol 0

avec les données de Ny, N, dans (— o0, £,):

bl

|
(61) ¢
(

Ni(f):fj(f)>0

o . {et bornées)
No(8)y = folt)y >0

qu'on pourra réduire dans le cas d'hérédité limitée aux mémes données dans
Pintervalle (7,— Ty, £). Ges données déterminent

+ 2 4
[ Filt) N, (t —=)idr = [ Fy(t—1)No(7) oz

g L,
—+ o S

f Folo) Nyt —2) dv = [ Foalt —<yNi(t)d=

\]

v—

pour tX¢,.

La connaissance de Ny, N; entre 7, et ¢, > ¢y entrainera done celle de ces mémes
intégrales dans (— o, ¢,).

Nous allons former une solution par approximations successives. Pour ¢t >,
on partira de N et NY; substituant ces constantes aux Imconnues {(pour 2 ¢,
dans les seconds membres de {61), on obtiendra pour ces expressions des fone-
tions N ', N/! qu’on prendra en seconde approximation. On répétera la substitu—

tion d'oit N, N etc., d’ou les deux suites positives

Nt Ny, oo, N,
v”‘ y ,.,,.‘ ' ,h-,) (ﬁit(})'
NY, N, sy NYH

Montrons qu'elles convergent untformément dans tout intervalle (o, &1);
cette uniformité entrainera que les fonctions limites sojent dans (¢o, +) continues
et intégrales du systéme.

On voit d’abord que

N‘-’-,"' <N €8t

puis en désignant par N‘,’, NY des limites supérieures de f1(¢}, fa( ¢},

t ) o _— 7
f [y, Nyetstbtl o f gy Ny T er dt
N () << N§ e @ 0
t

e T St
< N§ ¢
Yo+t Ty _

T c N‘-JleElr'!_-tu} R ( NP F 1\;-_0—) E—t,)
< Nge =1 Ouj Sl 61:0:' < NgeYSJ- l+ 9 i { - u‘.

D’ott il résulte que dans tout intervalle (24, &) les N2, N4 sont bornés dans
leur ensemble supérieurement. On désigne par L une limite supérieure,



194 CHAPITRE IV.

Alors comme
4 T ' ; I
logN\!H—l I logl\‘-._’” — (N\‘h-ﬂ-l ' NV T’
ot U est compris entre Ni#+1 et Ni&, il vient
| NEFD(2) — N (2) | SLIlog N () — log NV () |
et de méme

| Nt (8) — NJI(8) | S L] log NJ= () —log N () |

pour £S5t < 4,
Remarquons maintenant que d’apreés (61)

log N\ () — log N{®'(¢)

L ty ¢ '
:f [ 5-1——“.’1N3—/ Fi(t—=)fa(®)d= —f F,(t—1)N$d= | at,
Lidl 1Y — = to .

log Ny (£) — log Nif* (¢)

t L :
— [-——52-4— v N§ -+ F.(t—1)fi(s)dx +f F.(t—1)N§ d‘c—‘ At
{o — = ’ﬂ —
d’on
logN(— log N8 | < (&, + vy N§ + T N§ - I, N§) (£ — to),
|logN(,”-—-longjILj(Ez—'r-‘Y-zN?+F:W+F=N?)(‘—"0)-

On en déduit que, A étant un nombre positif convenable,

% IN(E)— NP ()| <CTA(E— 1)

(62) Ny (0 — N§ () | < A(L— 1)

pour £,<t< .

Puis

log N{Ihﬂ )(t) -— log N?,’”(I)
e

t
=f L—Ti[N(J”(t)'_N(:ah_”(‘)‘]”"f Fi(t——‘r)[Ng"(’r)—Ng‘“”(T)]dT] dt,
to 2y
log N{jwl}(t) —log N&J")(t)
'

{
=f yz[chw(t)_Nghm(g)]+f F,(t— =) [N{(x) — N1 ()] d-:] dt.
t, L 4y ‘

Désignons par @ une limite supérieure de F,(t), Fa(¢) dans lintervalle
(0, {— tl))'
S1

. (t—ty)h
N — NP=(0) | < B0

(63) pour <t<t (h21),

— ]
N () — NEO) | < B U
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on aura donc
{ . i (t"’“"’ 4 )fl+'1
| Tog N1 (7) —log N ()| < (v, + ®)B (h—:l)!

| Tog N[.h"‘”(t)—logN‘.m(t)|<(Y.+(I))B(t_‘f°)h+‘
2 2 2 (h+[)!

’
d’ou
] T ) (tu d )h+1
PNAEL g — N () | <L{y:1+®)B —Ul—-‘fﬁ_{_,
Sy — N w.
NS = N | < Ly - @) B 5T

Soit C un nombre positif supérieur & L(y,+ ®) et L(v;-+ ®). On voit que les
inégalités (63) entraineront

. . . (f-— ¢ )fz—l—l
o1 (o ¢ O 0
LN ) N{jM<BCWI*Hr,
AR N (2 —1,)h+!
N2 = NP (0 | < B

En raisonnant par récurrence a partir de (623, il vient done

_— o (=)0 A [C(t— 2,) ]+t
if+1) N ACh 0/ < v
N =N O I <AC 2 S — T
100 gy — N (4 ACH (_i.!_—__‘t‘ll"f-_l < A [Clt— )]+
IR =N OT<AC S 2 28 ]

(tﬂg té ti):

d’oll résulte immédiatement la convergence uniforme des suites.

Quant a {’unicité de la solution dans tout intervalle (1o, 21) (¢, quelconque > 1),
elle s’établit par un raisonncinent analogue. Soient Ny, Ns une solution dans (Lg, t1),
et Ly2 L une limite supérieure de ces fonctions dans (— o, £}, On a d’abord

NP — V1< r N () — log
Pt.' (2) Na(t‘)|=L1|]0{=“'| (£) —logNi (1), (boSt<ty).
| NGV (£) — No (¢) | S Ly [ log NV (£) — log No(¢) | = F
Puis
| Tog Nt —TogNy [S[es+ (va+ T L] (2 — &),
[ Tog N —1log Ny [ (et (ya+ Ta) Li (2 — &),

d’onr, A, élant un nombre positif convenable,

| N9 — Ny | << Ay (£ — ),
INS—No | << Ay(t—ty).

Puis on verrait que I'hypothése

hy (I— to)}a+1
NP =Nl <B 55

oy ___ (£ — &)1

~
=

AV
)

S



196 CHAPITRE 1V. — SUR LES ACTIONS HEREDITAIRES COMPAREES EN BIOLOGIE, ETC.

entraine
| | f f— 1 )h-l-?
}N\p%_l\il<IJ1<TW‘I’>B(ZWUJ)!_’
. (£ —to)*?,
[NJ P No | < Ly (ot @) B gy

: . Li(ys + @
D’ol, en raisonnant toujours comme plus haut et introduisant Gy > ) Y ),
| Li(r2+ ),

A, [Gl(.tl“— L) ]h+2

| N'i"“"”(t)*——Nl(t) i <

C, (h42)! (ci<t)

Cher Ay [Cr(f— ) P ETETT
I\l'.)h}'l' . . _!_1. AN )
[ (4) N“(t)|<(J1 (fo-+2)!

ce qui prouve que les suites N'4', Ni#' tendent vers N, (¢), N, (t).
Cette solution Ny, Ny est done cclle obtenue par la méthode d'approximations
successives, d’'on la propriété d’'unicité.

e () G ——



CONCLUSION.
HISTORIQUE. — BIBLIOGRAPHIE.

1, 2, 3. Vue d’cnsemble sur I'étude qui précéde. Remarques diverses. — 4. Vérifi-
cations expérimentales. — 5-9. Notice biologique et historique sur les asso-
eiations ct les équilibres biologiques. — 6. Biologie agraire. — 7. Epidémies.
Paludisme. — 8. livdrobiologie. — 9. Fluctuations.

1. L'étude qu'on vient de faire apparait comme formée de deux
parties bien distinctes. Dans la premiére on a étudié comment
réagissenl les espéces entre elles, mais en supposant toujours que les
causes ont des effets immédiats; dans 'autre on a repris 'étude en
tenant comple d'un retard dans les effets. Comme on 1'a expliqué,
le premier point de vue est bien moins conforme a la réalité, mais il
a lavantage d’étre plus simple et de permetire des développements
mathématiques plus faciles et plus complets; 1l donne la voie & une
théorie plus générale en donnant des résultats que l'on s'efforce

d’étendre.

2. Examinons d’abord la premiére partie. Aprés une courte étude
de deux espéces qui se dispulent la méme nourriture, nous abordons le
cas fondamental de deux espéces dont l'une se nourrit de P'autre. 11 est
important pour plusieurs raisons. [)’abord la mise en équations la plus
satisfaisante est basée sur la méthode des rencontres que parla suite on
utilisera aussi souvent que possible et qui semble vraiment solide.
D’autre part ce cas simple conduit facilement & trois lois fondamen-
tales, des fluctuations, de la conservation des moyennes et de la pertur-
bation des moyennes. Ces lois, dont l'intérét pratique est évident, on
cherchera constamment a les généraliser dans la suite, en examinant des
cas de plus en plus compliqués, & chaque fols que l'on se trouvera en
présence de plusieurs espéces coexistant indéfiniment. Ce seront méme
les résultats les plus importants sur les associations stables d’espéces.
Ajoutons enfin que dans ce cas simple de deux espéces, on étudie les
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petites fluctuations par un procédé qui sera toujours employé dans la
suite ; 1l consiste A négliger, comme en mécanique pour les petits mou-
vements, certaines quantités du second ordre devant d’autres consi-
dérées comme du premier ordre, de fagon a se ramener a des équations
linéaires a coefficients constants d’'intégration immédiate. Le premuer
Chapitre se termine par Uexamen des divers cas possibles pour deux
espéces, ou se lrouvent mises en évidence les diverses circonstances
de disparition de I'une ou des deux espéces. Ainsi se trouvent ¢n puis-
sance dans le premier Chapitre tous les résultats a venir. De plus se
manifeste déja, par le développement théorique au dela de toute limite
d’une espéce dans certains cas, I'insuffisance de la mise en équations
qui ne tient pas compte de l'influence retardatrice certaime de chaque
espéce sur son propre développement quand elle devient trop nombreuse
dans 'espace borné et délimité que 'on considére.

Dés le second Chapitre nous considérons un nombre quelconyue
d’especes. Et si, dans le cas général ou elles ont des actions réciproques
directes, la méme méthode des rencontres fournit aisément les équations
différentielles de I'association biologique, ces équalions sont trop géné-
rales pour qu'on puisse en tirer des conséquences sans hypothése supplé-
menlaire. Aussi faisons-nous d’abord celle des équivalents, vraisemblable
au moins dans certains cas ct quiimpose une forme particuliérement
commode au systéme différentiel par ce fait qu'on en peut déduire des
intégrales premiéres. Alors apparaissent d’eux-mémes deunx cas bien dis-
tincts : 1° celui d’un nombre pair d’espéces d'aprés lequel, si un étal
stationnaire est possible, on peut généraliser les résultats relatifs au cas
de deux espéces dont 'une dévore I'autre : on trouve des fluctuations
bornées non amorties et des moyennes asymptotiques correspondant a
I'état stationnaire ; et la loi de perturbation des moyennes se généralise
si chaque espéce est soit seulement dévorante, soit seulement dévorée;
2° celui d’un nombre impair d’espéces dans lequel toutes les espéces ne
peuvent subsister en restant bornées. On pourrait s’étonner, au poin!t de
vue pratique, de cette importance de la parité. Mais ne peut-on répondre
par exemple, dans le méme domaine du simple bon sens, que dans un
cas on peut accoupler deux a deux les espéces, et que, dans 'autre, 1l en
resterait unc toute scule pouvant de ce fait se composer de fagon tirés
différente ?

Le second Chapitre se termine par 'étude d’un cas remarquable de
trois espéces, qui met plus spécialement en évidence la nécessité de
retoucher & la mise en éguations afin de tenir compte de ce fait qu’'une
espéce dans un milieu délimité se développe plus difficilement dés
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qu’'elle devient trés nombreuse (') parce que sa densité de répartition
augmente au point de modifier notablement les conditions de vie; ce fait
empéche la croissance infinie qui résulte dans certains cas des équations
adoptées jusqu'a présent.

Clest avec cette 1dée nouvelle qu'on ouvre un troisieme Chapitre.
Pour introduire cette résistance au développement, analogue, en méca-
nique, au frottement qui croft avec la vitesse, on ajoutera a’expression du

. . 1 dN; . . . . .
coefficient d’accroissement Ny éff’ linéaire par rapport aux N, d'indice
i .

différent de ¢, et tel qu'on I’a pris au Chapitre If, un terme — 3;N; (3> o)
tendant 4 diminuer ce coefficient quand I'espéce devient nombreuse
dans le milieu délimité toujours considéré. On constate tout de suite
Veffet de limitztion di & ces termes. On démontre ensuite que si un état
starionnaire est possible, 11 y a, comme au Chapitre H, des variations
bornées, mais les fluctuations sont maintenant amorties ct il y a un état
limite qui est I’état stationnaire. Siles équations de I'état stationnaire
admettent une seule racine négative, espéce correspondante doit dispa-
raitre, Mais dans tous ces raisonnements s’ imlroduit trés naturellement
la forme quadratique définie positive 2; N7 qui tend a faire décroitre ce
quon a appelé la « valeur de I'association biologique »; celle-ci, qui,
lorsque les causes constantes d’accroissement sont nulles, resterait cons-
tante sans les A;, diminue a cause de ces facteurs avec une vitesse pro-
portionnclle & la valeur de la forme quadratique. L’étude des petites
fluctuations comme celle du cas particulier de Irois espéces examiné au
Chapitre précédent et repris avec un terme — ;N;, montre bien le role
d'amortissement de ces termes.

Le role de la forme Xx;N? nous conduit naturellement a envisager
le cas beaucoup plus gencral ou les cocthicients d’accroissement sont
des fonctions linéaires quelconques des N,: on aboutirait d’ailleurs a
des équations de cette forme en utilisant la théorie des rencontres,
puis ajoutant des termes d’amortissement. En supposant qu’on puisse
attribuer des valeurs positives aux individus de chaque espéce de fagon
qu'une certaine forme quadratique soit définie positive, il est possible
de refaire presque exactement les calculs de la premiére parte du
Chapitre, d’on les mémes conclusions. De telles associations sont dites
dissipatives, vu le role de la forme quadratique, tendant a diminuer la
valeur globale de l'association biologique. Celles pour lesquelles on

(') Clest ce qu'a vérifié expérimenialement M. Chapmann (voir plus loin n° 4).
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pourrait trouver de la méme fagon une forme quadratique nulle, et qui
sont celles du Chapitre 1I, sont dites conservatives.

Ces dénominations étalent tout indiquées, vules fagons bien distinctes
étudiées respectivement aux Chapitres Tl et I, doul se comportent
ces deux sortes d’associations qui, différentes, n'épuisent d’ailleurs pas
tous les cas théortquement possibles de la mise en équations sous la
forme générale considérée. Il est done tout naturel de chercher ensuilte
des critéres et des propriétés de ces deux espéces d’association dont les
dissipatives se rapprochent plus, en général, de celles de la réalité, les
autres ne correspondant ordinairement qu’a des cas limites; de méme
qu’en mécanique, la dynamique sans frotlement n’est qu'un cas idéal
et une premiére approximation de la réalité qui peut d'ailleurs étre trés
bonne dans certains cas. On termine enfin cette étude a hase d’équations
différentielles en s’occupant d’une part des perturbations que peut causcr
a une association stable, non plus une destruction continue, mais un
apport unique d’'individus d’espéces nouvelles, et d’autre part de 1'in-
fluence des variations avec le temps du milieu o vivent les espéces, en
se limitant au cas simple el fréquent de variations faibles et périodiques.

3. Dans la seconde partie, on introduit, systématiquement, les
actions héréditaires, au sens spécial de ce terme sur lequel on a longue-
ment insisté et 'on montre comment la théorie des rencontres et des
considérations simples d’hérédité conduisent a des équations intégro-
différentielles qu'on étudie dans le cas le plus simple d’une espace
dévorante el une espéce dévorée. Clest nn retour au probléme 1initial
avec I'héredité en plus, mais il n’est pas sans difficult¢ analytique de
retrouver sous unc forme voilsine les trois lois fondamentales. Encore
n'a-t-on pas introduit dans les équations de facteurs d’amortissement
servant & rendre valables ces équations méme pour des valeurs arbi-
trairement grandes des N; de sorte que les fluctuations trouvées n'étant
pas nécessairement bornées, il y a quelque restriction dans l'interpréta-
tion pratique des résultats (1).

Dés e début on a rapproché les probléemes biologiques de ceux de la
mécanique héréditaire, étudiés dans diverses notes et mémoires par
M. Volterra. La liaison est tout a fait étroite entre 'étude de la dyna-
mique & un paramétre et du probléme brologique a deux espéces précité
dans I’hypothése de fluctuations petites qui permet de simplifier les

(') L'introduction de termes d’amortissement a pour effet de limiter supéricurement
toutes les fluctuations et inférieurement celles de I'espéce dévorée (wvoir BrELoT, loc. cit.).
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équations. M. Volterra, qui a étudié simultanément I'énergétique en
mécanique et en biologie, n’a pas cru devoir séparer les études a cause
de leurs analogies analytiques qui 'ont aidé dans ses recherches. Ces
études, comme on l'a vu, se raménent a celle d'un méme systéme
intégro-différentiel dans lequel il n'y aura plus qu’a particulariser cer-
taines fonctions et constantes pour obtenir les deux cas; et ce serait
souvent se répéter que d'étudier séparément le mouvement spontané en
mécanique et le probléme biologique en question L’équation énergé-
tique fondamentale a pour but de mettre en évidence des expressions
de signe déterminé ou variant dans un méme sens. On a vu toutes les
conséquences qu’on en pouvait tirer surtout en mécanique. En biologie
on en adédunlimpossibilité d une périodicité, et ¢’est 1a ce qui carac-
térise les actions héréditaires. On n’a guére fait qu’aborder les pro-
blémes biologiques héréditaires; mais les difficuliés d’analyse sont plus
grandes que dans la premiére partie.

Encore, dans tous ces problémes, n’a-t-on ulilisé que 1'héredite
linéaire; si dans les problémes d’¢lasticité, d’électromagnétisme ou de
biologie, elle est tout indiquée, 1l y a en dynamique un intérét spécial
a généraliser; on est ainsi conduit a des équations fonctionnelles plus
générales que les équations intégro-différenticlics (*).

4. A tous ces développements théoriques, quelles confirmations I'ex-
périence va-t-elle donner ? Les vérifications expérimentales sont a
peine commencées. Nous avons parlé dans D'Introduction des plus
importantes études statistiques sur la péche.

Citons aussi les recherches du professeur Chapmann, qui a entrepris
des études systématiques en e¢xpérimentant sur des insectes qui se
prétent a une observation facile (?). Il s’agit d'un scarabée de farine, le
Tribolium confusum, qui vit dans la farine, milieu stable dont on peut
mesurer facilement la température et le degré d’humidité. Un grand
nombre d'insectes peuvent vivre dans un espace restreint et beaucoup de
générations se succédent en peu de temps. Il est facile de faire varier les
conditions du milieu. Toutes ces expériences ¢n cours ont déja montré
nettement I'existence d’un état limite, causé par la résistance du milieu,

(') Pour cette extension woir une Note de M. YoLTERRA ( Rend. dei Lincel. vol. XI,
Ser. 62, 1930, p. 619).

(*) B. N, Cusrmany, The quantitative analysis of environ mental factors (Ecology,
vol. IX, 1928, p. 114);

— The trend of insect population from the viewpoint of biotic potential and envi-
ron mental resistance (manuscrit},
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et qui est assez rapidement atteint. Cela s’accorde bien avec la mise en
équaﬁon
N

- =(:—2AN)N,

dont nous avons parlé au début du Chapitre IIl et qui conduit a 'état

limite N = ;.

On peut envisager méme ict un probléme plus compliqué, car les
adultes mangent leurs ceufs quand la nourriture fait défaut, de sorte
qu’il faudrait introduire séparément les nombres d'eufs, d’adultes et
méme aussi de larves.

3. A coté des références surtout d’ordre mathématique données dans
Pintroduction, il convient de passer en revue d'une facon plus compléte
les idees des zoologues sur les causes déterminantes des variations
chez les espéces animales coexistantes (‘). L'importance de cette
coexistence dans la limitation des nombres d'individus est bien connue
des zoologues.

Déja Darwin dans son Origine des espéces par sélection naturelle
place parmi les factcurs les plus importants de I'évolution des espeéces
amimales la lutte pour lexistence, qui consiste précisément dans la
concurrence entre les individus des diverses espéces, surtout pour se
nourrir. Darwin fait remarquer que l'accroissement d’une espéce ne
dépend pas seulement de la nourriture qui est a sa disposition, mais
qu’il dépend aussi de la possibilité d’étre la proie d’autres espéces. C'est
pourquoi tout ce qui fait diminuer les espéces qui se nourrissent des
autres contribue a 'accroissement de celles-ci. Il donne 'exemple de
la chasse qui est quelquefois favorable a l'augmentation du gibier
parce qu'elle détruit les oiscaux de proie (*).

(') Les notices bibliographiques et historiques qui suivent ont ¢ét¢ rédigées par
M. D’Ancona.

(*) La quantité de nourriture détermine, cela va sans dire, la limitc extréme Jde la
multiplication de chaque cspéce; mais, le plus ordinairement, ce qui détermine le
nombrc moyen des individus d’'une espéce, ce n’est pas la difliculte d’obtenir des
aliments, mais la facilité avec laquelle ces individus deviennent la proie d'autres
animaux. Ainsi, il semble hors de doule que la quantité de perdrix, de grouses el de
licvres qui peut exister dans un grand parc dépend principalement du soin avec lequel
on détruit leurs ennemis, Si P'on ne tuait pas une seule téte de gibier en Anglclerre
pendant vingl ans, mais qu’en méme (emps on ne détruisit aucan de leurs enncmis,
il y aurait alors probablement moins de gibier qu'il n'y en a aujourd’hui, bien qu'on en
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On pourrait envisager ces mots comme une vague intuition des
faits que maintenant on doit regarder comme une conséquence de la
loi de perturbation des moyennes par destruction (voir p. 25 et 50).

La complexité des rapports entre les individus des diverses espéces
coexistantes a été ensuite mise en relicf par Mébius ('), dont Uétude
des bancs d’huitres du Schleswig-Holstein 1'a condait au concept de
bitocénose ou association biologique, pour désigner un ensemble
d’espéces et d'individus coexistants dans un méme milien avec des
échanges de nourriture ou autres. Il met aussi en évidence Vinfluence
des divers factears du milieu sur la composition d’une associalion et
considére l'espace et la nourriture comme les ¢léments essentiels a la
base de toute association. Enfin, il reconnait que dans chaque biocénose
s'établit, entre les différentes espéces, un état d’équilibre qui peut étre
modifié par la variation de certains des facleurs du milieu.

Ce serait un travail pénible, et ici superflu, que mentionner tous les
auteurs qul, par la suile, se sont occupés des associations brologiques et
ont relevé le fait de la limitation réciproque des espéces coexistantes.
Citons seulement parmi les ouvrages de caractére le plus compré-
hensif, ceux de Doflein (*), Cuénol (?*), Hesse (%), Elton (3) et
le traité récent de Friederichs dont on parlera plus loin. Tous ces
auteurs indiquent qu’il existe un état d’équilibre correspondant a
certains rapports entre les nombres d’individus des diverses espéces de
I'association et que cet élat est soumis & des variations. L'existence de
ces rapports mutuels se manifeste en particulier quand on les modifie,
par exemple, par lintroduction de nouvelles espéces. Dans les
ouvrages cités, on trouvera de nombreux cas trés connus et bien des
exemples d’une telle influence de apport de nouvelles espéces dans une
association, ou de la destruction de certaines de celles qui la consti-
tuaient. Mentionnons encore 'ouvrage de Lotka (°) qui a traité le pro-
bléme des équilibres interspécifiques sur des bases mathématiques,

tue des centaines de mille chaque année. [ Darwin, Ch.. L'origine des espéces au
moyen de la sélection naturelle ou la lutte pour l'existence dans la nature. Paris
Reinwald, 188, p. ~4.

(') K. Momius, Die Auster und die Austerwirtschaft (Berlin, 1877).

(*) F. DovLEIN, Das Tier als Glied des Naturganzen, in HEssgE und DorLEIN, Tier-
baw und Tierleben (Leipzig und Berlin, 1914).
(*) L. CuENor, La genése des espéces animales, 2* édition (Paris, 1g9ar1).
(*) R. Hessg, Tiergeographie auf dkologischer Grundlage (Iena, 1924).
(*) C. 5. EvToN, Animal Ecology (London, 1927).
(%) A. Lotka, Elements of physical biology (Baltimore, 1g25).

14
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6. L'importance des équilibres biologiques a été particuliérement
mise en évidence & propos des animaux nuisibles ou utiles a lagri-
culture, justement parce que, dans cette branche de la biologie
appliquée, on peul mieux apprécier l'uuilité de I’étude de ces problémes.

Déja Marchal () avait mis en relief I'existence d’états d’équilibre
numérique chez des espéces d’insectes et leurs parasites, en consi-
dérant plus particuliérement les espéces nusibles a l'agriculiure. 1l
reconnait méme l'existence d’oscillations périodiques du nombre des
insectes eux-mémes et, le premier, en cherche la cause dans les rapports
des insectes avec leurs parasites.

Ghigi (2) dans une legon d’ouverture a I'Université de Bologne, dis-
tingue en externes et inlernes les causes aptes & modifier un équilibre
biologique; les premiéres sont dues a des phénoménes physiques qui
modifient le milieu, les secondes aux rapports de nutrition et a la varia-
bilité des étres coexistants. Au point de vue entomologique agraire, il
mentionne le systéme formé de plantes, d'insectes phytophages et de
leurs ennemis, Entre ces trois éléments de 'association s’établit un
équilibre qui peut ¢n partie &tre modihé par I'action de 'homme.

Du méme sujet s’est occupé Berlese (*) qui met aussi en évidence
I'existence d’oscillations des équilibres biologiques et en recherche les
causes, d'une part dans les conditions du nulieu, d’autre part dans les
variations des rapports entre les espéces.

Caullery (') aussi souligne 'importance des insectes entomophages
dans la limitation de la multiplication d’autres insectes et cile de nom-
breux exemples. Récemment Thompson (*) a beaucoup étudié la ques-

(') P. MancHaL, L'equilibre numerique des espéces et ses relations avec les para-
sites ches les Insectes (C. R. Soc. Biol., L. XLIX, 18g7, p. 129).

() A. Guial, L'equilibrio degli organismi in rapporto all’ agricoltura. Prelezione,
al corso di Zoologia ed Entomologia Agraria nell'Universita di Bologna (Bologne,
1003 ).

(3) A. BerLEsE, Considerazioni sui rapporti tra ptante, loro insettt nemict e cause
nemiche di questt ( Redia, vol. IV, 1906, p. 198).

(") M. CavLLery, Le parasitisme et la symbiose ( Paris, 1921).

(*) W. R. TuowesoN, Theorie de [’action des parasites entomophages. Les formules
mathématigues du parasitisme cycligue (C. R. Acad. Se., t. 174, w22, p. 1200} —
Etude mathématique de l'action des parasites entomophages. — Durée du cycle
parasitaire et accroissement de la proportion d'hétes parasités (C. R. Acad. Sc.,
t. 174, 1922, p. 1433).

— FE'tude des quelques cas simples de parasitisme cyclique ches les Insectes ento-
mophages (C. R. Acad. Sc., t. 174, 1922, p. 1647);

— La théorie mathématique de l'action des parasites entomophages ( Revue géne-
rale des Sciences, t. XXXIV, 1923, p. 202);
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tion de la lutte biologique conlre les insectes nuisibles aux plantes. Il
remarque que le procédé d'introduction dans certaines régions, d’enne-
m1s naturels des insectes nuisibles, a donné de meilleurs résultats dans
les régions msulaires que dans les régions continentales. En général,
méme dans les régions continentales, 'introduction d'un ennemi naturel
réussit a rétablir bien souvent ’équilibre biologique altéré par 'importa-
tion d’une espéce nuisible. 1l étudie quantitativement le développement
de quelques-uns des plus importants insectes parasites des plantes culti-
vées el plus spécialement les facteurs qui, en Europe, limitent la multi-
plication de la Pyrausta mirabilis; il observe que cette limitation ne
provient pas d’une seule cause mais d’'un ensemble de facteurs agricoles,
météorologiques et parasitaires, ensemble variable avee le lieu el le
temps; avec des variations de ces facleurs, on peut avoir des variations
de I’équilibre naturel, et en conséquence, des fluctuations dans la mul-
tiplication des espéces considérées. Thompson a aussi étudié mathé-
matiquement le rapport entre les nombres d’individus d’une espéce et
de ses parasites.

Citons 1c1 les recherches récentes de Chapmann dont nous avons
parlé plus haut (vour no 4).

Bodenheimer (') s’est occupé aussi des équilibres biologiques des
insectes; il pense que les équilibres enx-mémes ne sont pas déterminés
par action des parasites, des ennemis et des maladics, ni par la limi-
tation de la nourriture; 1l attribue au contraire une importance prépon-
dérante aux phénoménes climatériques. Mais Friederichs, en exposant
ces recherches (2), estime que les causes abioliques ne sont pas exclu-
sives & déterminer les invasions d’insectes. Le méme Friederichs, dans

— La théorie mathématique de l’action des parasites entomophages et le facteur
du hasard (Ann. Faculte des Sciences de Marseille, 2¢ sirie, t. 1, 1924, p. 6g);

— On the relative value of parasites and predators in the biological control of
insect pests (Bull. Entom. Res., vol. NI1X, 1929, p. 3{3);

— A contribution to the study of biological control and parasitic introduction in
continental area (Parasitology, vol. XX, 1928, p. go)

— On the effect of random oviposition on the action of entomophagous parasites
as agents of natural control ( Parasitology, vol. XX1, 1929, p. 180)

— On natural control ( Parasitology, vol. XXI, 192g, p. 269 ).

— On the part plaied by parasites in the control of insects living in protected
situations (Bull. Entom. Res., vol. XX, 1930, p. 437).

W. R. Tuoupsoy and II. L. PaRkeRr, The problem of host relations with special
reference to entomophagous parasites { Parasitology, vol. XIX, 1929).

('} F. S. BopENHEIMER, Welche Faktorem regulieren die Individuenzahl einer
Insektenart in der Natur ? (Biol. Zentralbl., Bd XLVIII, 1928, p, 714).

(*) K. FriepericHs, Welche Faktorem regeln die Individienzahl etner Insektenart
in der Natur ? Ein kritisches Referat ( Ans. Schadlingskunde, Bd V, 1929, p. 119).



200 CONCLUSION. HISTORIQUE. BIBLIOGRAFHIE.

son récent traité ('), donne de longs développements sur tout ce pro-
biéme complexe des milicux des associitions et des équilibres biolo-
giques et examine & ce point de vue les invasions d’'insectes et d’autres
animaux nuisibles.

Dans le domaine de l’entomologie agraire, I'importance des équi-
libres biologiques est largement reconnue; et 'on emploie fréquemment
le procédé de la lutte biologique, d’abord utilisé aux Etats-Unis, pour
combattre certains insectes nuisibles aux plantes. Un exemple classique
de telle lutte biologique est celuidel’Icerya purchasi, cochenille para-
site de fruits acides tels que citrons, oranges, etc., gquon a arrétée
dans sa diffusion en répandant dans les régions infestces le petit coléop-
tere Novius cardinalis qui en détruit les larves. En Itahie, 'emplor
de la Prospaltella Berleser fut recommandé par Berlese pour combattre
le parasite du murier Diaspis pentagona.

Citons encore que, cette fois contre un rongeur nuisible, le Pitymysi
Savii, sorte de campagnol (en italien arvicola), Splendore (2) a obtenu
de beaux résultats peadant 'été de 1916 dans les Pouilles, en répandant
une bactérie qu’il avait 1solée, la Bacterium pitymysi.

7. Le probléme des équilibres biologiques s’est posé aussi dans l'étude
des épidémies, en particulier du paludisme.

Ross () a établi des équalions pour définir le cours de 1'éprdémie
paludique chez des populations humaines par rapport aux nombres des
pigires des moustiques infectés.

Lotka (%) a repris et étudié ces équations avec plus de détail; 1l a
tenu compte aussi du retard de la période d'incubation.

Martinu (3) s’est occupé aussi de ce sujet et a établi des équations qui
représentent I'allure des maladies immunisantes, dans lesquelles s’Sta-

(") K. FriepeEricHs, Die Grundfragen und Gesetzmissigheiten der land-und
forstwirtschaftlichen Zoologie insbesondere der Entomologie (Berlin, 1930).

(*) A. SPLENDORE, Intorno alle malattie delle arvicole. Relazione sulle ricerche fatte
per conto del Ministero di Agricoltura (Bollettino Minist. Agricolt., Sér. B, 1917);

— Studi nell’ interesse di una lotia biologica contro le arvicole (Bollettino minist.
Agricolt., Sér. B, 1918).

(*) R. Ross, The prevention of malaria, scconde édition (London, 1911).

(*) A.J. Lotka and F. R. Suareg, Contribution to the analysis of malaria epide-
miology { Americ. Journal Hygiene, vol. 111, 1923, p. 1).

(%) E. MarTing, Berechnungen und Beobachtungen sur Epidemiologie der Malaria
{Hambourg, 1921).

Voir a ce sujet : A. J. LoTka, Martini's equations for the epidemiology of immu-
sing diseases { Nature, vol. CXI, 1923, p. 633); G. N. Warson, Martini’s equations
SJor the épidemiology of immusing diseases ( Nature, vol. CXI, 1923, p. 8§08).
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blit, pour ainsi dire, un équilibre entre le germe pathogéne et son action
immunisante. Dans certains cas se produisent de part et d’autre de
V’état final d’équilibre des oscillations pour lesquelles apparaissent une
sutte de vagues épidémiques.

Puis Sella ('), en collaboration avec Lucaroni, a cherché a évaluer,
en se reportant aux équations de Ross, influence des animaux domes-
tiques sur le régime paludique.

Depuis quelque temps, on utilise, contre le paludisme aussi, la lutte
biologique qui a donné particuliérement de bons résultats en employant,
comme larviphage, un pelit poisson, la Gambusia.

Rappelons aussi les travaux d’Elton (?) qui signale Pexistence, chez
les Mammiféres sauvages, d’épidémies qui en limitent la multiplication.
La périodicité de ces formes épidémiques ct les fluctuations du nombre
des individus des espéces mammiféres étudiées sont attribuées par l'au-
teur a des variations climatériques périodiques,

8. Dans le domaine de I'hydrobiologie 'importance des biocénoses
et des équilibres biologiques fut, aprés Mébius, soulignée par maints
auieurs,

Monti (*) et Thienemann (*) se sont occupés des équilibres biolo-
giques des lacs; Brunelli (7) a relevé leur importance dans le repeuple-
ment des lacs.

Dans les mers nord-européennes, spécialement, on a fait des études
de cette nature dans le but d’évaluer la productivité marine; il serait
trop long de citer toutes les recherches de ce genre; nous nous conten-
terons de rappeler les noms de Mc. Intosh, Hensen, Petersen qui se sont
particuliérement occupés de ces problémes.

(') M. SELLA, Relasione delle campagna antianofelica di Fiumicino (1919), con
speciale riguardo alla biologia degli anofeli ed agli anofeli infetti. In B. Grassi
e M. SELLA, Seconda relazione della lotta antimalarica a Fiumicino { Roma) ( Roma,
1G20). '

(*) G. S. ELTON, Plague and the regulation of numbers in wild mammals (Journ.
Hygiéne, vol. XXIV, 1925, p. 138).

() M= R. MonTi, La circolazione della vita nei laghi (Natura, Milano, 1910);

— La graduale estinztone della vita nel lago d’Orta (Rend. Ist. Lomb., Sc. Lett.,
vol. LXIII, 1930).

(*) A. THIENEMANN, Lebensgemeinschaft und Lebensraum ( Naturwiss, Wochenschr.,
Bd XVII, 1918, p. 282-297);

— Lebensraum und Lebensgemeinschaft (Ausder Heimat, Jhrg. XLI, 1928, p. 33)

(*) G. BRUNELLI, Dell'equilibrio biologico nel ripopolamento dei laghi (Nuovi
Annali Min. Agricolt., Anno I, 921, p. 116),
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D’Ancona (') a le premier observé que la péche peut agir en mcdi-
fiant I'équilibre biologique naturel. Ses recherches déja citées dans
I'introduction ont été confirmées par Marchi (2) a Cagliari,

Les recherches statistiques de D’Ancona (voir Introduction) con-
cernent les marchés de poisson de Venise, Trieste ct Fiume, qui
représentent presque toute la production de la péche en haute
Adriatique. En particulier pour les espéces de fond qui sont péchées
avec des filets trainés par des barques a voiles et aussi maintenant par des
petits vapeurs, il trouve que dans les années suivant immédiatement la
guerre et ou la péche était reprise librement, il n'y a pas eu, sur le
marché, une plus grande abondance globale qu'avant la guerre, mais
pour certaines espéces une augmentation relative, pour d’autres une
diminution relauve. L’auteur remarque que la majeure partie des
espéces qui ont augmenté sont des espéces voraces (en particulier
des Sélaciens) qui se nourrissent d’autres poissons et, qu’au con-
traire, la majeure partie des espéces qui ont diminué est constituée
d’espéces qui se nourrissent de végétaux, d'invertéhrés et qui sont
souvent la proie d’espéces voraces. L'auteur interpréte ce fait en admet-
tant que la diminution de la péche de 1914 4 1918 a temporairement
déplacé I'équilibre biologique de la haute Adriatique, ¢n favorisant,
parmi les espéces économiquement importantes, les plus voraces au
préjudice de celles qui sont le moins armées. Il pense que 'équilibre
biologique qui s’était étabhi naturellement enire les espéces comestibles
de la haute Adriatique a été déplacé par la péche au filet trainant a
I'avantage des espéces les moins bien protégées; l'arrét de la péche
pendant la guerre a tout ramené a I'état primitif. Il y a donc, d’aprés
l'auteur, un optimum d’intensité de la péche; en péchant moins, on
favorise les espéces plus voraces aux dépens des autres, d’ou des condi-
tions économiquement moins avantageuses; en péchant plus, on fait dimi-
nuer toutes les espéces de plus en plus, en dépcuplant la mer.

9. L’existence de fluctuations périodiques ou irréguliéres chez des

(1) U. D’AncovNa, Dell’influenza della stasi peschereccia del periodo 1g914-1918 sul
patrimonio ittico dell’Alto Adriatico (R. Comitato Talassografico italiano, Memo-
riac CXXVI1; Venise, 1926).

(2) C. Marcu1, Osservazioni sulla statistica della pesca di mare e di stagro a
Cagliari dal gi2 al 1927 (Seritti biologici, vol. 1V, 1928, p. 37);

— Verifica pratica delle leggi teoriche di Vito Volterra sulle fluttuaziont del
numero 0f individui in specie animali conviventi (R. Com. Talassogr. Jltal.
Mem. CLIV, 1929).
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espéces coexistantes a été bien souvent observée et soulignée par les
biologistes.

Ainsi Elton ('), déja cité, a signalé des fluctuations au nombre des
Mammiféres sauvages. On connait bien le phénoméne des apparitions
périodiques de certaines maladies. Citons seulement l'ouvrage de
Celli (%) qui montre les alternances de recrudescence du paludisme
dans la campagne romaine. Bien connues aussisont les fluctuations de la
densité chez certaines espéces, et par exemple les invasions fréquentes
de sauterelles et d'autres insectes nuisibles. Dans les bancs d’huitres,
tant sur les cotes occidentales du Schleswig (3) qu’au Danemark
(Limfjord) (*), on a également observé de semblables fluctuations, et
dans certains cas, on a relevé I'importance des animaux qui vivent en
concurrence (étoiles de mer, moules, etc.). On sait aussi qu'il y a des
fluctuations périodiques chez certaines espéces de poissons utiles (*).
Au Danemark, en particulier, Jacobsen et Johansen (°) ont observé
des fluctuations d’espéces comestibles; ils en attribuent les causes en
partie a 'influence de I'homme, en partie aux facteurs physiques. De
Buen (7) en Espagne observe des fluctuations analogues pour les pois-
sons migrateurs, en particulier pour la sardine et lui aussi attribue ce

('} G. S. EvLroN, Periodic fluctuutions in the numbers of animals: their causes
and effects (Brit. Journal Exper. Biol., vol. 11, 1924, p. 119).

(*) A. CreLLy, Storia della malaria nell’agro romano (Mem. R. Ace. Lincei, Sér. 6,
vol. I, 1ga6, p. 53).

(®) A. HaemEeiEr und R. KANDLER, Neue Untersuchungen im nordfriesischen Watten-
meer und auf den fiskalischen Austernbinken(Wiss.Meeresunters. Abt. Helgoland.-
N. F. Bd XVI, 1927).

(*) R. Sparck. Studies on the biology of the oyster (Ostrea edulis) a-4 (Rep.
Danish BRiol. Stat. XXXIII, p. 43, 1927);

— Studies on the biology of the oyster (Ostrea edulis). 5. Further investigations
of the fluctuation in the oyster stock in the Limfjord. (Rep. Danish Biol. Stat.
XXXIV, p. 3, 1g28).

(%} G.C. L. HoweLL, Ocean research and the great fisheries (Oxford, r1gz21).

(%) 1. P. Jaconsen and A. C. JoHANsEN, On the causes of the fluctuation in the
yield of some of our fisheries: 1. The salmon and sea trout fisheries (Medd.
Komm. Havunders. Kébenhavn Fiskeri, Bd VI, n° 5, 1g31);

— On the causes of the fluctuations in the yield of some of our fisheries: 11, The
eel fisheries (Medd. Komm. Havunders Kobenhavn Fiskeri, Bd VI, n° 9, 1g22).

A. C. Jouansen, On the fluctuations in the quantity of young fry among plaice
and certain other species of fish and causes of the same (Rep. Dan. Biol. Stat.
Copenhagen, t. XXXIII, 1927, p. 14}

(") ¥. De Buen, Sustitucion alternativa de lus especies emigranies (Boletin Pescas,
Madrid, nov. 1927

— La alternancia en la pesca de peces emigrantes ( Trab, Inst. Esp. Ocean, n° |,
Madrid, 1g29)

— Fluctuaciones en la sardina, Sardina pilchardus (Walb.). Pesca medidas { Notas
Yy Hesum, Ser. II, n° 35; Madrid, 1929).
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faita des facteurs du milieu. Dautre part, Sella (') a mis en évidence
des fluctuations a longue et a bréve période dans la péche du thon, tant
en Méditerranée que dans PAtlantique. Enfin dans une récente publica-
tion du Conseil international pour Pexploration des mers (2}, il y a bien
19 notes d’auteurs divers qui se sont occupés des fluctuations de plu-
sieurs espéces de poissons uliles; et d'autre part, Schostakowiteh (?)
a publi¢ des données staustiques d’ou ressort une certaine périodicité
dans la capture de diverses espéces de poissons.

Comme on voit, les biologistes ont recherché de préférence dans la
variation des facteurs physiques du milicu la cause des fluctuations. De
I'ouvrage de M. Volterra, 1l ressort que cependant le seul fait de la
cocxistence de plusieurs espéces puisse entrainer des fluctuations. Natu-
rellement, on ne peut exclure que, dans la nature, 'une comme 'autre de
ces sorles de causes puisse concourir a déterminer les fluctuations, et il
st & espérer que cela pourra éire démontré par 'observation et Pexpé-
rience. De toute fagon, le fait remarqué par D’Ancona, de I'augmenta-
tion relative des espéces plus voraces correspondant a une suspension
de la péche, trouve seulement une explication lorsqu’on admet qu’entre
les espéces dévorantes et dévorées, 1l s’établit des fluctuattons méme
dans un milieuinvarable.

(') M. SELLA. Biologia e pesca del tonno (Thunnus thynnus 1..) (Atti Conv. EBiol.
Marina Messina, 1928, X1V, 1919).

— Migrazioni e habitat del tonno (Thunnus thynnus L.) studiati col metodo
deglt ami, con osservazioni su l'accrescimento, sul regime delle tonnare ecc. (R. Com.
Talassogr. Ital. Mem. CLVI, 1929).

() Fluctuations in the abundance of the varions year-classes of food fishes
« Happ. Proc.-verb. Cons. Int. Expl. Mer., t. LXY, 1gi0).

(*) W. B. ScHOSTAKOWITCH, Die periodische Schwankungen einiger biologischen
Frscheinungen (Intern. Revue Hydrobiol., Hydrogr., Bd XXIII, 192, p. 139).

—tiia ) i ———
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